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Περίληψη 
 

      Η παρούσα εργασία εξετάζει προβλήµατα στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές 
προσαρµογές (stochastic impulse control problems). Τέτοιες µορφές ελέγχου είναι 
βέλτιστες όταν οι προσαρµογές µίας συνεχούς στοχαστικής διαδικασίας ενέχουν 
πάγια και αναλογικά κόστη. Το πλήθος των εφαρµογών τους είναι µεγάλο: 
χαρακτηριστικά παραδείγµατα είναι ο έλεγχος µίας συναλλαγµατικής ισοτιµίας από 
µία κεντρική τράπεζα, ο καθορισµός των βέλτιστων χρόνων και µεγεθών για τη 
συγκοµιδή ενός µέρους από έναν πληθυσµό, ο έλεγχος χαρτοφυλακίου κ.α. Η σχετική 
βιβλιογραφία έχει εστιάσει την έρευνα σε προβλήµατα στα οποία µεγιστοποιείται ή 
ελαχιστοποιείται ένα υφαιρετικό κριτήριο σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. 
Πρόσφατες έρευνες έδειξαν ότι για κάποια προβλήµατα στοχαστικού ελέγχου µε 
διακριτές προσαρµογές (π.χ. για τον έλεγχο µίας συναλλαγµατικής ισοτιµίας) είναι 
προτιµότερη η υιοθέτηση εργοδικών κριτηρίων κατά τα οποία µεγιστοποιείται µία 
συνάρτηση κερδών ανά µονάδα χρόνου ή αντίστοιχα ελαχιστοποιείται µία συνάρτηση 
απώλειας ανά µονάδα χρόνου. Προβλήµατα µε εργοδικά κριτήρια πρακτικά δεν 
έχουν εξετασθεί στη βιβλιογραφία και δεν υπάρχει µία γενική µεθοδολογία επίλυσής 
τους. 
       Η κύρια συνεισφορά της εργασίας είναι ότι παρουσιάζει µία µεθοδολογία 
επίλυσης προβληµάτων στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές και εργοδικά 
κριτήρια βελτιστοποίησης. Η µεθοδολογία συνδυάζει βασικά αποτελέσµατα 
στοχαστικού λογισµού µε αλγορίθµους επίλυσης προβληµάτων µη γραµµικής 
βελτιστοποίησης. Οι βέλτιστες στρατηγικές που προκύπτουν συγκρίνονται µε αυτές 
που προκύπτουν µε την υιοθέτηση υφαιρετικών κριτηρίων. Ως µέσα για τη διεξαγωγή 
της σύγκρισης χρησιµοποιούµε δύο προβλήµατα διαχείρισης χαρτοφυλακίου το ένα 
από τα οποία παρουσιάζεται για πρώτη φορά. Στην εργασία εξετάζεται επίσης ένα 
επενδυτικό πρόβληµα στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές και 
υφαιρετικά κριτήρια η επίλυση του οποίου µε βάση την κλασσική µέθοδο επίλυσης 
ενός συστήµατος qv-ανισοτήτων παρουσιάζει ιδιαιτερότητες.     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
1 Εισαγωγή 
 
Η παρούσα εργασία εξετάζει προβλήµατα στοχαστικού ελέγχου µε 
διακριτές προσαρµογές (stochastic impulse control problems). Στα 
συγκεκριµένα προβλήµατα η υπό έλεγχο στοχαστική διαδικασία είναι ένα 
µοντέλο συνεχούς χρόνου (στοχαστική διαδικασία Ito) στο οποίο η 
αβεβαιότητα εκφράζεται µέσω (τουλάχιστον) µίας κίνησης Brown. Ο 
έλεγχος πραγµατοποιείται µέσω διακριτών προσαρµογών στη στοχαστική 
διαδικασία όπως φαίνεται στο γράφηµα 1.1:  Η στοχαστική διαδικασία 
µεταβάλλεται ελεύθερα σε ένα βέλτιστα καθορισµένο διάστηµα (y2, x2). 
Στην περίπτωση που η διαδικασία βρεθεί στο άνω  (κάτω) όριο του 
διαστήµατος την αναπροσαρµόζουµε στο επίσης βέλτιστα καθορισµένο 
σηµείο x1 (y1) εντός του διαστήµατος. Κάθε τέτοια προσαρµογή της 
στοχαστικής διαδικασίας συνεπάγεται πάγια κόστη καθώς και κόστη 
ανάλογα του µεγέθους της προσαρµογής  
 
 

   
Γράφηµα 1.1. Χαρακτηριστικό παράδειγµα στοχαστικού ελέγχου µε 
διακριτές προσαρµογές για µία διαδικασία Ito. 
 
       Η µαθηµατική διερεύνηση τέτοιων προβληµάτων ξεκίνησε στις αρχές 
της δεκαετίας του ογδόντα µε το βιβλίο των Bensoussan και Lions [9]. Η 
έρευνα εντατικοποιήθηκε στα µέσα της δεκαετίας του ενενήντα κυρίως 
µέσω των εργασιών των Korn [51, 52, 53] , Cadenillas κ.α.  [19, 20, 21, 22] 
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Oksendal και Sulem [72] και Pliska κ.α. [10, 11]. To πλήθος των 
εφαρµογών τους σε οικονοµικά και χρηµατοοικονοµικά προβλήµατα είναι 
µεγάλο – παρακάτω αναφέρουµε µία σειρά εφαρµογών / παραδειγµάτων. 
Ένα από τα πρώτα  άρθρα που διατύπωνε ένα τέτοιο οικονοµικό πρόβληµα 
δηµοσιεύτηκε από τον Scarf [80]. 
 
 
Παράδειγµα 1.1 Έλεγχος ρευστών κεφαλαίων 
 
Το πρόβληµα αφορά τον έλεγχο ρευστών κεφαλαίων τα οποία έχουν 
τυχαίες διακυµάνσεις που σχετίζονται µε την ύπαρξη πολλών 
εισοδηµατικών πηγών και λειτουργικών εξόδων. Οι µεταβολές στα ρευστά 
κεφάλαια συνεπάγονται κόστη δύο ειδών: όταν τα ρευστά κεφάλαια είναι 
θετικά υπάρχει το κόστος µη βέλτιστης επένδυσης και όταν είναι αρνητικά 
υπάρχουν αντίστοιχα κυρώσεις. Ο σκοπός είναι τα ρευστά κεφάλαια να 
διατηρούνται σε σχετικά χαµηλά επίπεδα χωρίς πολλές επεµβάσεις οι 
οποίες συνεπάγονται (πάγια και αναλογικά) κόστη. Το πρόβληµα, όπως 
διατυπώθηκε από τον  Baccarin [4], είναι η εύρεση στρατηγικών που 
ελαχιστοποιούν  το καθαρό κόστος σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. Η 
µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος βελτιστοποίησης είναι παρόµοια 
µε την (1.6) που σχετίζεται µε το πρόβληµα ελέγχου µίας συναλλαγµατικής 
ισοτιµίας. Το στοχαστικό µοντέλο που χαρακτηρίζει την εξέλιξη των 
ρευστών κεφαλαίων στο χρόνο δίνεται από τη σχέση: 
 
       tt dWdtdX σµ += .                                                                             (1.1) 
 
Παρόµοια προβλήµατα εξετάστηκαν από τους Sulem [81] και Harrison κ.α. 
[40]. 
 
 
Παράδειγµα 1.2 Πρόβληµα αναπροσαρµογής τιµών 
 
Θεωρούµε µία εταιρεία η οποία παράγει ένα αγαθό του οποίου η σχετική  
τιµή εξελίσσεται µε βάση την εξίσωση (1.1) µε µ αρνητικό λόγω 
πληθωρισµού. Η εταιρεία αναπροσαρµόζει την τιµή σε τακτά χρονικά 
διαστήµατα όµως κάθε αναπροσαρµογή συνεπάγεται πάγια και αναλογικά 
κόστη (menu costs). O σκοπός της εταιρείας είναι η µεγιστοποίηση των 
καθαρών κερδών της σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. Το συγκεκριµένο 
πρόβληµα µελετήθηκε µε το µαθηµατικό υπόβαθρο που εξετάζουµε εδώ, 
από τον Plehn-Dujowich [76]. 
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Παράδειγµα 1.3 Βέλτιστες στρατηγικές συγκοµιδής / διανοµής 
µερίσµατος   
 
Στατιστικές έρευνες έχουν δείξει ότι τα αποθέµατα ρευστών κεφαλαίων 
πολλών εταιρειών αλλά και οι πληθυσµοί ζώων και ψαριών περιγράφονται 
ικανοποιητικά από στοχαστικές διαδικασίες που έχουν την τάση να 
επιστρέφουν σε ένα σηµείο ισορροπίας (mean reverting stochastic 
processes). Χαρακτηριστικό παράδειγµα τέτοιας διαδικασίας δίνεται από 
την παρακάτω στοχαστική διαφορική εξίσωση: 
 
         ( )( ) ttt dWdtcXdX σρδ +−−=                                                       (1.2) 
 
όπου δρ c−  είναι το σηµείο ισορροπίας και σ η σταθερά µεταβλητότητας 

της διαδικασίας. Το ζητούµενο είναι να βρεθούν οι βέλτιστες στρατηγικές 
που µεγιστοποιούν τα καθαρά µερισµατικά κέρδη των µετόχων και 
αντίστοιχα τα καθαρά κέρδη συγκοµιδής αφού έχουν αφαιρεθεί τα (πάγια 
και αναλογικά) κόστη διανοµής µερίσµατος / διεξαγωγής της συγκοµιδής. 
Ένα κριτήριο βελτιστοποίησης για το παραπάνω πρόβληµα σχετίζεται µε τη 
µεγιστοποίηση της παρακάτω παράστασης: 
 

                                                        (1.3) ( ) ( ) { }







= ∑

∞

=
<

−

1
:,;

n
nx n

n IgeETxJ θτ
λτ ξξ

 
όπου η συνάρτηση [ ) ℜ→∞,0:g ορίζεται ως 
 

         ( ) ( )γη
γ

η kKg 1: +−=                                                                        (1.4) 

 
ενώ K και k είναι θετικές σταθερές και το ( ]1,0∈γ  είναι µία σταθερά η 
οποία εκφράζει το βαθµό αποστροφής κινδύνου. Επιπλέον τα nn ξτ ,  
εκφράζουν το χρόνο και αντίστοιχα το µέγεθος της n-στης διανοµής 
µερίσµατος (συγκοµιδής), το θ το χρόνο στον οποίο τα αποθέµατα της 
εταιρείας µηδενίζονται (αντίστοιχα το χρόνο στον οποίο ο πληθυσµός έχει 
εξοντωθεί) και λ είναι ο υφαιρετικός ρυθµός. Τέτοια προβλήµατα έχουν 
εξεταστεί µεταξύ άλλων από τους Cadenillas κ.α. [21, 22], Alvarez [2], 
Alvarez και Virtanen [3], Bayraktar και Egami [7]. 
 
 
Παράδειγµα 1.4 Έλεγχος συναλλαγµατικής ισοτιµίας 
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Οι Cadenillas και Zapatero [19] θεώρησαν το παρακάτω στοχαστικό 
µοντέλο –γεωµετρικής κίνησης Brown- για την εξέλιξη µίας 
συναλλαγµατικής ισοτιµίας 
 
       tttt dWXdtXdX σµ += .                                       (1.5) 
 
To ζητούµενο στην προκειµένη περίπτωση είναι η εύρεση βέλτιστων 
στρατηγικών οι οποίες διατηρούν την ισοτιµία κοντά σε ένα επιθυµητό 
επίπεδο και παράλληλα δεν είναι ιδιαίτερα επιβαρυντικές από άποψη 
κόστους. Σύµφωνα µε τους Cadenillas και Zapatero µια κεντρική τράπεζα 
επιθυµεί την ελαχιστοποίηση του παρακάτω συναρτησοειδούς: 
 

                                (1.6) ( ) ( ) ( ) { }







+= ∫ ∑

∞ ∞

=
∞<

−−

0 1
:,;

n
nt

t
n

n IgedtXfeETxJ τ
λτλ ξξ

 
όπου η f είναι µία τετραγωνική συνάρτηση που εκφράζει τις απώλειες λόγω 
της απόστασης της ισοτιµίας από ένα επιθυµητό επίπεδο και g είναι µία 
γραµµική συνάρτηση που αντιστοιχεί στα κόστη προσαρµογής. Τα nn ξτ ,   
εκφράζουν το χρόνο και το µέγεθος της n-στης προσαρµογής) και το λ  
αντιστοιχεί στον υφαιρετικό ρυθµό. Παραλλαγές του προβλήµατος 
εξετάστηκαν επίσης από τους Cadenillas και Zapatero [20], Jeanblanc-
Picque [42], Jack και Zervos [41], Melas και Zervos [62]. 
 
       Η ανάπτυξη της µαθηµατικής έρευνας που αφορά προβλήµατα 
στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές ακολούθησε την έρευνα 
που σχετίζεται µε προβλήµατα στοχαστικού ελέγχου στα οποία οι 
αναπροσαρµογές µίας στοχαστικής διαδικασίας δεν συνεπάγονται κόστη 
και προβλήµατα singular στοχαστικού ελέγχου στα οποία οι 
αναπροσαρµογές συνεπάγονται κόστη ανάλογα του µεγέθους της 
προσαρµογής. Μαθηµατικές τεχνικές του πρώτου είδους -οι οποίες 
περιγράφονται στο βιβλίο των Fleming και Rishel [33]- εφαρµόστηκαν στις 
αρχές της δεκαετίας του εβδοµήντα από τους Merton [64, 65] και Black και 
Scholes [12] για τον καθορισµό του βέλτιστου χαρτοφυλακίου –µε βάση 
µία συνάρτηση ωφέλειας και πεπερασµένο ή άπειρο χρονικό ορίζοντα- και 
την αποτίµηση χρηµατιστηριακών παραγώγων. Οι Merton, Black και 
Scholes τιµήθηκαν µε το βραβείο Nobel για τις παραπάνω συνεισφορές 
τους, το 1997. Η µαθηµατική έρευνα που σχετίζεται µε προβλήµατα 
singular στοχαστικού ελέγχου ξεκίνησε στις αρχές της δεκαετίας του 
ενενήντα. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής τέτοιων µεθόδων 
αποτελεί το άρθρο των Davis και Norman [26] όπου το πρόβληµα ήταν ο 
βέλτιστος έλεγχος ενός απλού χαρτοφυλακίου που αποτελείται από µία 
επενδυτική επιλογή που ενέχει κίνδυνο (όπως π.χ. µία µετοχή) και µία 
επενδυτική επιλογή µε µικρότερες αναµενόµενες αποδόσεις για τις οποίες 
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δεν υπάρχει αβεβαιότητα (π.χ. τραπεζικές καταθέσεις). Σχηµατικά οι 
βέλτιστες στρατηγικές παρουσιάζονται στο γράφηµα 1.2: Ο επενδυτής υπό 
την παρουσία κοστών ανάλογων του ποσού της κάθε του συναλλαγής δεν 
ακολουθεί συνεχώς την ευθεία του Merton (αν την ακολουθούσε θα 
καταστρεφόταν πολύ γρήγορα) αλλά αφήνει την επενδυτική αναλογία του 
χαρτοφυλακίου του να µεταβάλλεται ελεύθερα σε µία περιοχή ελέγχου. 
Όταν η αναλογία χαρτοφυλακίου ξεπεράσει τα όρια του διαστήµατος 
ελέγχου ο επενδυτής κάνει την ελάχιστη συναλλαγή που θα φέρει την 
επενδυτική του αναλογία µέσα στο βέλτιστα καθορισµένο διάστηµα 
ελέγχου. Με δεδοµένο ότι θεωρούµε συνεχείς στοχαστικές διαδικασίες 
τέτοιου είδους στρατηγικές µπορούν να οδηγήσουν σε συνεχείς συναλλαγές 
πάνω στα σύνορα ελέγχου. Με την παρουσία πάγιου κόστους συναλλαγής 
τέτοιου είδους στρατηγικές είναι προφανώς µη βέλτιστες και µπορούν να 
οδηγήσουν σε οικονοµική καταστροφή.  
 

 
 Γράφηµα 1.2 Σχηµατική παρουσίαση των βέλτιστων στρατηγικών που 
προκύπτουν µε χρήση θεωρίας singular στοχαστικού ελέγχου για το 
επενδυτικό πρόβληµα των Davis και Norman [26]. 
 
Τα προβλήµατα στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές που 
εξετάζονται σε αυτή την εργασία διατυπώνονται συνοπτικά ως εξής. 
 
Πρόβληµα 1.1  Μία εταιρεία επιθυµεί να εκτιµήσει τους βέλτιστους 
χρόνους και τα ποσά των µη αναστρέψιµων επενδύσεων οι οποίες θα 
βελτιώσουν τις παραγωγικές της δυνατότητες. Η εταιρεία αντιµετωπίζει 
πάγια και αναλογικά κόστη για τη διεκπεραίωση κάθε επένδυσης και 
στοχεύει στην µεγιστοποίηση των αναµενόµενων καθαρών κερδών της σε 
έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. ∆οθείσας αρχικής επένδυσης µεγέθους  
στην εταιρεία και διαδοχικών µη αναστρέψιµων επενδύσεων  που 

0≥k
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όπου το 0≥δ  εκφράζει το ρυθµό µε τον οποίο φθίνουν οι δυνατότητες 
παραγωγής υπό την απουσία επενδύσεων και το γ>0 εκφράζει τη 
µεταβλητότητα της διαδικασίας. Υποθέτουµε ότι η εταιρεία στοχεύει στη 
µεγιστοποίηση των καθαρών κερδών της που εκφράζονται µέσω µιας 
συνάρτησης των δυνατοτήτων παραγωγής της ( )tKΠ . Εν προκειµένω η 
εταιρεία στοχεύει στη µεγιστοποίηση του παρακάτω συναρτησοειδούς: 
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το οποίο εκφράζει τα καθαρά κέρδη της σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. 
Το r αντιπροσωπεύει τον υφαιρετικό ρυθµό, οι σταθερές C, c αντιστοιχούν 
στα πάγια και αναλογικά κόστη, και ισχύει C1=1+c. 
 
Πρόβληµα 1.2 Ένας επενδυτής υιοθετεί κριτήρια βελτιστοποίησης τα οποία 
υπό τις συνήθεις υποθέσεις σχετικά µε την αγορά (αποδόσεις που 
ακολουθούν γεωµετρική κίνηση Brown, ανέξοδες συναλλαγές) τον οδηγούν 
στην απόφαση ότι πρέπει να τοποθετήσει ένα συγκεκριµένο ποσό  χ σε µία 
µετοχή1. Στην πράξη, εφόσον πρέπει να αντιµετωπίσει αναλογικά και πάγια 
κόστη σε κάθε του συναλλαγή, δεν µπορεί να ακολουθήσει αυτή ακριβώς 
τη στρατηγική. Για την υλοποίηση της στρατηγικής του επιλέγει ένα 
διάστηµα ελέγχου (L, U) µε L<χ<U µέσα στην οποία επιτρέπει η επένδυσή 
του να µεταβάλλεται χωρίς ο ίδιος να επεµβαίνει. Όταν η επένδυσή του 
φτάσει στο U αποταµιεύει το ποσό U-χ  και φέρνει την επένδυσή του πάλι 
στο χ. Αντίστοιχα όταν το ποσό της επένδυσής του πέσει στο κάτω όριο L, 
ενισχύει την επένδυσή του µε ποσό L-χ για να φτάσει ξανά στο επίπεδο χ. 
Τα  U  και L  επιλέγονται τέτοια ώστε οι αποταµιεύσεις να µεγιστοποιούν 
µία συνάρτηση ωφέλειας και οι επιπλέον επενδύσεις να ελαχιστοποιούν µια 
ενδεχοµένως διαφορετική συνάρτηση ωφέλειας.  
       Με την ενδεχόµενη παρουσία επεµβάσεων, θεωρούµε ότι η επένδυση 
εξελίσσεται µε βάση την παρακάτω γενικευµένη στοχαστική διαδικασία Ito 
 

                                                 
1 Τέτοιες στρατηγικές αποδεικνύονται βέλτιστες υπό τις συνήθεις υποθέσεις για τις 
συνθήκες της αγοράς όταν ο επενδυτής υιοθετεί εκθετική συνάρτηση ωφέλειας (Merton 
[66]).  
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όπου µ είναι µία µη αρνητική σταθερά που εκφράζει τις αναµενόµενες 
αποδόσεις, τo σ εκφράζει τη µεταβλητότητα της επένδυσης, το χ 
αντιπροσωπεύει το αρχικό (και στοχευόµενο) ποσό επένδυσης ενώ το 
ζεύγος nn ξτ ,  εκφράζει το χρόνο και το µέγεθος της n–στης επέµβασης στην 
επένδυση αντίστοιχα. Στόχος του επενδυτή είναι η µεγιστοποίηση της 
παρακάτω παράστασης  
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                                     (1.11) 
 
Πρόβληµα 1.3  Ένας επενδυτής υιοθετεί κριτήρια βελτιστοποίησης τα 
οποία υπό τις συνήθεις υποθέσεις σχετικά µε την αγορά (αποδόσεις που 
ακολουθούν γεωµετρική κίνηση Brown, ανέξοδες συναλλαγές) τον οδηγούν 
στην απόφαση ότι πρέπει να τοποθετήσει µία σταθερή αναλογία του 
συνολικού υπό επένδυση κεφαλαίου του σε µία συγκεκριµένη επένδυση 
που ενέχει κίνδυνο2. Το πρόβληµα που αντιµετωπίζει ο επενδυτής στην 
πράξη είναι: Τι επενδυτική στρατηγική πρέπει να ακολουθήσει εφόσον είναι 
δεδοµένη η παρουσία πάγιου και αναλογικού κόστους ανά συναλλαγή? Εδώ 
εξετάζουµε µία απλή εκδοχή του παραπάνω προβλήµατος. Θεωρούµε ότι οι 
επενδυτικές επιλογές περιορίζονται σε δύο: µία σταθερής απόδοσης και 
µηδενικού κινδύνου και µία µε µεγαλύτερη αναµενόµενη απόδοση αλλά και 
µε τυχαίες διακυµάνσεις που δηµιουργούν αβεβαιότητα. Προφανώς, ο 
επενδυτής επιθυµεί να βρίσκεται κοντά στις αναλογίες τις οποίες έχει 
προαποφασίσει ενώ δεν θέλει να επεµβαίνει συχνά για να επαναφέρει το 
χαρτοφυλάκιό του στις αναλογίες στόχους ώστε να αποφύγει τα πολλά 
κόστη συναλλαγών. Στην προκειµένη περίπτωση, ο επενδυτής επιθυµεί να 
ελαχιστοποιήσει έναν συνδυασµό που αποτελείται από µία (δευτέρου 
βαθµού) συνάρτηση απώλειας για την απόσταση των αναλογιών του 
χαρτοφυλακίου από τις αναλογίες στόχους και µία γραµµική συνάρτηση 
των κοστών συναλλαγής.  

                                                 
2 Τέτοιες στρατηγικές αποδεικνύονται βέλτιστες υπό τις συνήθεις υποθέσεις για τις 
συνθήκες της αγοράς όταν ο επενδυτής υιοθετεί συνάρτηση ωφέλειας τύπου HARA 
(Merton [66]).  
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        Η στοχαστική διαδικασία που εκφράζει τις µεταβολές της αναλογιών 
χαρτοφυλακίου έχει τη µορφή 
 
              ( ) ( ) ttttttt dWbbdtbrbbdb σσµ −+−−−= 1)1( 2                       (1.12) 
 
όπου µ είναι η αναµενόµενη απόδοση της επένδυσης που ενέχει κίνδυνο, r η 
σταθερή απόδοση της επένδυσης που δεν ενέχει κίνδυνο και σ η σταθερά 
µεταβλητότητας της επένδυσης που ενέχει κίνδυνο. Ο επενδυτής επιθυµεί 
να ελαχιστοποιήσει το παρακάτω συναρτησοειδές 
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                                                                                                                 (1.13) 
όπου g είναι µία τετραγωνική συνάρτηση απώλειας για την απόσταση της 
παρατηρούµενης αναλογίας σε σχέση µε τη στοχευόµενη και c είναι µία 
συνάρτηση που εκφράζει τα (πάγια και αναλογικά) κόστη αναπροσαρµογής 
του χαρτοφυλακίου.  
 
       Εξ’ όσων γνωρίζουµε τα προβλήµατα 1.1 και 1.2 εξετάζονται για 
πρώτη φορά. Το πρόβληµα 1.3 έχει εξεταστεί από τους Pliska και Suzuki 
[77] –στην παρούσα εργασία το επιλύουµε χρησιµοποιώντας έναν 
µετασχηµατισµό ο οποίος διευκολύνει σηµαντικά (και κάνει πιο 
αξιόπιστους) τους υπολογισµούς που οδηγούν στην εύρεση της συνάρτησης 
αξίας και των βέλτιστων στρατηγικών. Τα κριτήρια βελτιστοποίησης στα 
παραπάνω προβλήµατα είναι υφαιρετικά: στόχος είναι η µεγιστοποίηση των 
καθαρών κερδών ή η ελαχιστοποίηση το καθαρών απωλειών σε έναν άπειρο 
χρονικό ορίζοντα. Οι Jack και Zervos [41] σε µία πρόσφατη εργασία τους 
παρατηρούν ότι για προβλήµατα όπως αυτό του παραδείγµατος 1.4  (αλλά 
και το πρόβληµα 1.3) έχει περισσότερο νόηµα η εξέταση ενός εργοδικού 
κριτηρίου βελτιστοποίησης µέσω του οποίου ζητείται η µεγιστοποίηση των 
αναµενόµενων κερδών ανά µονάδα χρόνου ή αντίστοιχα η ελαχιστοποίηση 
των αναµενόµενων απωλειών ανά µονάδα χρόνου. Οι Jack και Zervos [41] 
παρουσιάζουν µία µεθοδολογία επίλυσης τέτοιων προβληµάτων η οποία 
µπορεί να εφαρµοστεί σε µικρό σχετικά πλήθος προβληµάτων. Η κύρια 
συνεισφορά της παρούσας εργασίας είναι ότι επιλύει εργοδικά προβλήµατα 
µε µία διαφορετική µεθοδολογία –που συνδυάζει µεθόδους στοχαστικού 
λογισµού και αριθµητικές µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποίησης- η 
οποία καλύπτει µεγάλο εύρος προβληµάτων. Στο τέταρτο και πέµπτο 
κεφάλαιο επιλύουµε τις εργοδικές εκδοχές των προβληµάτων 1.2 και 1.3 
και συγκρίνουµε τις βέλτιστες στρατηγικές µε αυτές που προκύπτουν από 
τα αντίστοιχα υφαιρετικά προβλήµατα. Μία τέτοια σύγκριση παρουσιάζεται 
για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία. 
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        Η εργασία εξελίσσεται ως εξής. Στο επόµενο κεφάλαιο παρουσιάζουµε 
κάποια βασικά αποτελέσµατα που εφαρµόζονται στην ανάλυση 
στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές. Στο τρίτο κεφάλαιο 
επιλύουµε το πρόβληµα 1.1 µε χρήση qv-ανισοτήτων –της κλασσικής 
µεθόδου επίλυσης για υφαιρετικά προβλήµατα. Συγκρίνουµε επίσης τα 
αποτελέσµατα µε αυτά του αντίστοιχου singular στοχαστικού ελέγχου όπως 
επιλύθηκε πρόσφατα από τον Pham [75] και δίνουµε έµφαση στην 
εξάρτηση των βέλτιστων στρατηγικών από τον υφαιρετικό ρυθµό. Στο 
τέταρτο κεφάλαιο επιλύεται το πρόβληµα 1.2 για εργοδικά και υφαιρετικά 
κριτήρια βελτιστοποίησης και συγκρίνονται οι βέλτιστες στρατηγικές. Στο 
πέµπτο κεφάλαιο επιλύεται το πρόβληµα 1.3 µε εργοδικά κα υφαιρετικά 
κριτήρια βελτιστοποίησης και συγκρίνονται οι βέλτιστες στρατηγικές. Το 
περιεχόµενο των κεφαλαίων 3-5 έχει υποβλήθηκε πρόσφατα προς 
δηµοσίευση [45, 46, 47]. Στο έκτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα 
συµπεράσµατα ενώ το έβδοµο κεφάλαιο περιέχει το παράρτηµα στο οποίο 
διατυπώνονται µαθηµατικές αποδείξεις που σχετίζονται µε θεωρήµατα που 
παρουσιάζονται στο τέταρτο κεφάλαιο.      
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2 Στοχαστικός έλεγχος με κόστη προσαρμογής: 
Εισαγωγικά αποτελέσματα 

 
Σε αυτό το κεφάλαιο αναλύουμε ένα απλό πρόβλημα στοχαστικού ελέγχου 
με κόστη προσαρμογής και υφαιρετικά κριτήρια βελτιστοποίησης. 
Διατυπώνονται τα κριτήρια που πρέπει να ικανοποιεί η συνάρτηση αξίας 
στα σημεία ελέγχου και η μέθοδος εύρεσης των βέλτιστων στρατηγικών. Τα 
αποτελέσματα που παρουσιάζονται προέρχονται κυρίως από το σχετικό 
άρθρο του Dixit [30] ενώ χρησιμοποιούνται στοιχεία από τα άρθρα των 
Dumas [32] και Korn [53].  
 
 
2.1 Το πρόβλημα και η διατύπωσή του μέσω αλυσίδων Markov 
 
Θεωρούμε μία μεταβλητή X η οποία στην απουσία ελέγχου εξελίσσεται 
σύμφωνα με τη στοχαστική διαφορική εξίσωση 
 
 tt dWdtdX σμ += .                                                                      (2.1.1) 
 
Η εφαρμοζόμενη στρατηγική ελέγχου επιτρέπει στη διαδικασία να 
εξελίσσεται ελεύθερα σε ένα διάστημα (s, r) –ο έλεγχος εφαρμόζεται όταν η 
διαδικασία βρεθεί στα άκρα του διαστήματος. Εξετάζουμε δύο περιπτώσεις: 
στην πρώτη κάθε έλεγχος συνεπάγεται την ύπαρξη πάγιου κόστους οπότε ο 
έλεγχος συνίσταται στη (μη συνεχή) μετατόπιση της X σε εσωτερικό σημείο 
του διαστήματος (s, r). Στη δεύτερη περίπτωση δεν υπάρχει πάγιο κόστος  
και γίνεται ο ελάχιστος δυνατός έλεγχος που διατηρεί την X μέσα στο 
διάστημα ελέγχου. Oι δύο περιπτώσεις περιγράφονται με περισσότερη 
σαφήνεια παρακάτω. 
 
(1) Στοχαστικός έλεγχος με διακριτές προσαρμογές: Όταν η στοχαστική 
διαδικασία βρεθεί στο s μετακινείται στο σημείο S εσωτερικά του 
διαστήματος με συνολικό κόστος Cs το οποίο είναι συνδυασμός του πάγιου 
κόστους και ενός κόστους ανάλογου του μεγέθους της προσαρμογής της X, 
 
 .            (2.1.2) ( sSbaC sss −+= )

)

 
Όταν η X βρεθεί στο r μετακινείται στο σημείο R εσωτερικά του 
διαστήματος με κόστος 
 
 .                                                                    (2.1.3) ( RrbaC rrr −+=
 
(2) Singular στοχαστικός έλεγχος: Όταν η στοχαστική διαδικασία βρεθεί στο 
s αυξάνεται κατά πολύ μικρή ποσότητα ds με κόστος 
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 .           (2.1.4) dsbdc ss =
 
Όμοια, όταν η στοχαστική διαδικασία βρεθεί στο r αυξάνεται κατά πολύ 
μικρή ποσότητα dr με κόστος 
 
 .           (2.1.5) drbdc rr =
 
Και στις δύο περιπτώσεις το br μπορεί να είναι αρνητικό, για να εκφράζει 
για παράδειγμα έσοδα.  
        Ορίζουμε μία συνάρτηση ανταμοιβής f(x) και έναν σταθερό υφαιρετικό 
ρυθμό ρ. Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω ορίζεται η αναμενόμενη τιμή του 
καθαρού κέρδους, για μία στοχαστική διαδικασία που ξεκινά από το 

 και στην οποία εφαρμόζεται έλεγχος του τύπου (1) ή του τύπου 
(2): 

( rsx ,∈ )

 

 ( )
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t γχουελστηκρ                   (2.1.6) 

 
Ο στόχος είναι η αποτίμηση του F(x) για δοθέντα s, S, R και r στην 
περίπτωση στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές ή για δοθέντα s 
και r στην περίπτωση singular στοχαστικού ελέγχου και να βρεθούν οι τιμές 
των παραμέτρων για τις οποίες το F(x) μεγιστοποιείται. 
       Για να πραγματοποιήσουμε διακριτή προσέγγιση στο πρόβλημα 
θεωρούμε μικρά χρονικά διαστήματα μεγέθους τ και αντίστοιχα βήματα 
μεγέθους ξ για τη στοχαστική διαδικασία η οποία κυμαίνεται πια σε ένα 
εύρος διακριτών τιμών Xi  έτσι ώστε να ισχύει  
 
 ξ=−+ ii XX 1   για κάθε i.                                                           (2.1.7) 
 
      Aν δεν υπήρχε έλεγχος για τη στοχαστική διαδικασία που βρίσκεται στο 
Xi τη στιγμή τ την επόμενη χρονική στιγμή θα έπαιρνε τις τιμές 
 

 .        (2.1.8) 
⎩
⎨
⎧

−=+

−

pqόX
pόX

i

i
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1

τηταπιθανμε
τηταπιθανμε

 
Τα p, q, τ, ξ πρέπει να είναι συμβατά με την αρχική στοχαστική διαδικασία. 
Εξισώνοντας τις αναμενόμενες τιμές παίρνουμε τη σχέση 
 
 ( )ξξμτ −+= pq                                                                         (2.1.9) 
 

 12



και χρησιμοποιώντας τη σχέση p+q=1 παίρνουμε 
 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += ξ

μτ
ξ

μτ 1
2
1,1

2
1 pq .                                       (2.1.10) 

 
Εξισώνοντας τις διασπορές παίρνουμε 
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
.

2
222

222

222

τμξ

τμξμτξ

μτξμτξτσ

−=

++−−+=

++−=

pqpqpq
pq

                            (2.1.11) 

 
Μία ικανοποιητική προσέγγιση της παραπάνω σχέσης δίνεται από την 
σχέση 
 
 .         (2.1.12) 22 ξτσ =
 
Οριακά, καθώς τα τ  και ξ τείνουν στο μηδέν στη σχέση (2.1.12), ο 
διακριτός τυχαίος περίπατος συγκλίνει στη συνεχή κίνηση Brown. 
Περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με την διακριτή προσέγγιση μίας 
συνεχούς στοχαστικής διαδικασίας βρίσκονται στο άρθρο των Cox και Ross 
[24]. 
       Έστω l, L, M, m  δείκτες που αντιστοιχούν στα s, S, R, και r  δηλαδή,  
 
 .,,, rXRXSXsX mMLl ====                                     (2.1.13) 
 
Όταν ο τυχαίος περίπατος βρίσκεται στο i=l+1, αν το επόμενο βήμα γίνει 
προς τα δεξιά δεν εφαρμόζεται έλεγχος. Αν όμως το επόμενο βήμα γίνει στο 
l τότε ο τυχαίος περίπατος μετακινείται αμέσως στο L. Έτσι, ξεκινώντας 
από το Xl+1 ο τυχαίος περίπατος μεταβαίνει στα 
 

  
⎩
⎨
⎧

−=+ .1
,

2 pqόX
pόX

l

L

τηταπιθανμε
τηταπιθανμε

 
Παρόμοια, ξεκινώντας από το Xm-1 έχουμε μετάβαση στα  
 

  
⎩
⎨
⎧

−=
−

.1
,2

pqόX
pόX

M

m

τηταπιθανμε
τηταπιθανμε
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Οι πιθανότητες μετάβασης για δύο ή περισσότερα χρονικά διαστήματα 
δίνονται από τις κατάλληλες δυνάμεις του πίνακα μετάβασης  A που 
φαίνεται παρακάτω. 
        Συνεπώς, η υπό έλεγχο μεταβλητή εξελίσσεται ως αλυσίδα Markov για 
i=l+1,…,m-1. Tο στοιχείο της i γραμμής και της j στήλης του παρακάτω 
πίνακα αντιστοιχεί στην πιθανότητα μετάβασης από το Xi στο Xj μέσα σε 
χρονικό διάστημα τ.   
 

0000001
0000002

0000002
0000001

123321

pqm
qpm

qpl
pql

mmmMLlll

A

LLL

LLL

MMMOMOMOMMMM

LLL

LLL

LLL

−
−

+
+

−−−+++

=          

                                                                                                              (2.1.14) 
 
Ο έλεγχος που ασκείται στο κάτω όριο του διαστήματος φέρνει τον τυχαίο 
περίπατο από το l στο L. Το κόστος που του αντιστοιχεί δίνεται από τη 
διακριτή εκδοχή της σχέσης (2.1.2) 
 
 ( .lLbaC sss −+= )ξ         (2.1.15) 
 
Ο singular έλεγχος προκύπτει ως ειδική περίπτωση. Θεωρούμε ότι ο 
ελάχιστος έλεγχος μετακινεί τον τυχαίο περίπατο κατά ένα βήμα, δηλαδή 
L=l+1. Εφόσον 0στην περίπτωση singular ελέγχου η (2.1.15) γίνεται =sa
 
 ,ξss bdc =          (2.1.16) 
  
που είναι η διακριτή εκδοχή της (2.1.4). 
       Παρόμοια, για το άνω όριο ελέγχου έχουμε 
 
 ( ,MmbaC rrr −+= )ξ         (2.1.17) 
 
και για την ειδική περίπτωση singular στοχαστικού ελέγχου για τον οποίο 
ισχύει M=m-1 και  έχουμε ,0=ra
 
 .ξrr bdc =          (2.1.18) 
 
 
2.2 Η συνάρτηση αξίας 
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Θεωρούμε σταθερά σημεία ελέγχου s, S, R, και r και τους αντίστοιχους 
δείκτες l, L, M, m. Ορίζουμε το διάνυσμα ροής καθαρών ανταμοιβών (όπου 
τα κόστη αναπροσαρμογής λαμβάνονται υπόψη)  
 
 ( 1,...,1 −+== mliff i ) .                                                            (2.2.1) 
 
Για i=l+2,…,m-2 ισχύει 
 
 ( )τii Xff =                                                                                (2.2.2) 
 
ενώ όταν i=l+1 έχουμε 
 
 ( ) ( )[ ]lLbapXff ssll −+−= ++ ξτ11         (2.2.3) 
 
και αντίστοιχα στο άνω όριο 
 
  ( ) ( )[ ].11 MmbaqXff rrmm −+−= −− ξτ                                      (2.2.4) 
 
Συμβολίζουμε με F διάνυσμα στήλη που αντιστοιχεί στη συνάρτηση αξίας 
F(x). To i-οστό του στοιχείο είναι το F(Xi), τα αναμενόμενα κέρδη μείον τα 
κόστη προσαρμογής για τη διαδικασία που ξεκινά από το i. Διαδοχικές 
εφαρμογές του πίνακα μετάβασης δίνουν  
 

                                                                         (2.2.5) ∑
∞

=

−=
0

.
k

kk fAeF ρτ

 
Θέτοντας  έχουμε AeB ρτ−=
 

  ( )∑
∞

=

−−==
0

1

k

k fBIfBF

ή 
                                                                              (2.2.6) ( ) .fFBI =−

 
Για δείκτη i η (2.2.6) έχει τη μορφή 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) .11 τρτρτ

iiii XfXqFeXFXpFe =−+− +
−

−
−                      (2.2.7) 

 
Πολλαπλασιάζοντας με και αναδιατάσσοντας τους όρους της (2.2.7) 
παίρνουμε 

ρτe
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 [ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) .1 11 τρτρτ
iiiiii XfeXFXFqXFXFpXFe =−−−−− +−  

 
Στη συνέχεια παίρνουμε το ανάπτυγμα Taylor και εφόσον το ξ2 είναι 
τάξεως  τ το δεξί μέλος ισούται με  
 
 ( ) ( )τοτ +iXf  
 
όπου με ( )το  συμβολίζουμε τους όρους που τείνουν στο μηδέν πιο γρήγορα 
από το τ. Για το αριστερό μέλος χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (2.1.10), 
(2.1.12) παίρνουμε 
  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

( ) ( )( )

)

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).
2
1

2
1

2
1

2
1

2

2

22

τοτσμτρτ

τοξξρτ

τοξξξξρτ

+′′−′−=

++′′−−′−=

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′′+′−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′′+′−−

iii

iii

iiiii

XFXFXF

pqXFpqXFXF

XFXFqXFXFpXF

 

 
Εξισώνοντας τα δύο μέλη, διαιρώντας με τ, παίρνοντας το όριο για τ πού 
τείνει στο μηδέν και αντικαθιστώντας το Xi με το X παίρνουμε την 
παρακάτω διαφορική εξίσωση 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) .0
2
1 2 =+−′+′′ XfXFXFXF ρμσ                                 (2.2.8) 

 
Εφόσον οι παραπάνω υπολογισμοί έγιναν για i=l+2,…,m-2 η παραπάνω 
διαφορική εξίσωση ισχύει για .rXs <<  Πρόκειται για μία γραμμική 
εξίσωση της οποίας η γενική λύση γράφεται ως το άθροισμα δύο 
συστατικών, της γενικής λύσης της ομογενούς εξίσωσης και οποιασδήποτε 
ειδικής λύσης της (2.2.8). 
      Η λύση της ομογενούς έχει τη μορφή 
 
   XaXa eCeC 21

21 +
 
με  σταθερές που καθορίζονται μέσω των συνοριακών συνθηκών και 

 είναι οι (πραγματικές και με αντίθετο πρόσημο) ρίζες της 
21,CC

21,aa
 

 .0
2
1 22 =−+ ρμσ zz                                                                   (2.2.9) 
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Μία ενδιαφέρουσα ειδική λύση της (2.2.8) σχετίζεται με τα αναμενόμενα 
καθαρά κέρδη υπό την απουσία ελέγχου 
 

 ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=Ε≡ ∫
∞

−

0
0 XXdtXfeXV t

tρ .                                          (2.2.10) 

 
Η γενική λύση της (2.2.8) δίνεται από τη σχέση 
 
 ( ) ( )XVeCeCXF XaXa ++= 21

21                                                (2.2.11) 
 
η οποία έχει την παρακάτω ερμηνεία. Εφόσον το ( )XV  εκφράζει τα 
αναμενόμενα καθαρά κέρδη υπό την απουσία ελέγχου οι πρώτοι δύο όροι 
στο αριστερό μέλος της (2.2.11) πρέπει να εκφράζουν την πρόσθετη αξία 
που προσδίδει η δυνατότητα βέλτιστου ελέγχου. 
       Παρόμοια, οι συνοριακές συνθήκες ελέγχου παρέχουν την αναγκαία 
πληροφορία ώστε να καθοριστούν οι σταθερές . Στο i=l+1 από τη 
(2.2.6) παίρνουμε 

21,CC

 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]lLbapXf
XqFeXFXpFe

ssl

llL

−+−=
−+−

+

+
−

+
−

ξτ

ρτρτ

1

21  

ή 

 
( ) ( ) ( )
( ) ([ ]lLbapeXfe

XqFXpFXFe

ssl

lLl

−+−=

−−

+

++

ξτ ρτρτ

ρτ

1

21

)
. 

 
Η παραπάνω σχέση απλοποιείται διαφορετικά στις περιπτώσεις 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές και singular στοχαστικού 
ελέγχου. Στην πρώτη περίπτωση το αριστερό μέλος γράφεται  
 

 

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ),
2
1

21
2
1

1
2
11

2

2

ξ

ξοξσ
μξ

σ
μξξοξτορτ

Ο+−−=

+′+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+′+++

sFSF

sFsF

SFsFsF

 

 

με ( )ξΟ  να συμβολίζει τους όρους για τους οποίους το ( )
ξ

ξΟ  είναι άνω 

φραγμένο όπως το ξ τείνει στο μηδέν. Το δεξί μέλος γράφεται ως 
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( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ).
2
1

11
2
11 2

ξ

τορτσ
μξξοξτορττ

Ο+−−=

−+++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+′+++

sFSF

sSbasfsf ss

 
Εξισώνοντας τα δύο μέλη για ξ που τείνει στο μηδέν παίρνουμε 
 
  ( ) ( ) ( )sSbasFSF ss −+=− ,                   (2.2.12) 
 
δηλαδή το κέρδος του ελέγχου ισούται με το κόστος του. 
        Στην περίπτωση singular στοχαστικού ελέγχου το αριστερό μέλος 
γράφεται ως 
 

  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ),
2
1

21
2
1

1
2
11

2

2

ξοξ

ξοξσ
μξ

ξοξτοσ
μξρτ

+′−=

+′+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

+′+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

sF

sFsF

sFsF

 

 
ενώ το δεξί μέλος έχει τη μορφή 
 

 
( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ).
2
1

11
2
11 2

ξοξ

ξτορτσ
μξξοξτορττ

+−=

++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+′+++

s

s

b

bsfsf
 

 
Εξισώνοντας τα δύο μέλη για ξ που τείνει στο μηδέν παίρνουμε 
 
 ( ) .sbsF =′                                                                                 (2.2.13) 
 
Παρατηρούμε ότι η παράγωγος της συνάρτησης αξίας ισούται με την 
παράγωγο της γραμμικής συνάρτησης κόστους. Η παραπάνω συνθήκη, 
στην περίπτωση singular στοχαστικού ελέγχου ισχύει και για μη βέλτιστες 
συνοριακές συνθήκες. 
        Εντελώς όμοια, στο άνω σημείο ελέγχου, ισχύουν οι παρακάτω 
συνθήκες ανάλογα με τη μορφή ελέγχου 
 
 ( ) ( ) ( ),RrbarFRF rr −+=−                                                    (2.2.14) 
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 ( ) .rbrF =′                     (2.2.15) 
 
Σε κάθε περίπτωση έχουμε δύο συνοριακές συνθήκες οι οποίες καθορίζουν 
τα  στη (2.2.11) οπότε καθορίζουν και την αξία 21,CC ( )XF  για δοθείσες 
παραμέτρους ελέγχου. 
 
 
2.3 Συνθήκες βέλτιστου ελέγχου 
 
Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται οι πρόσθετες συνθήκες που 
ικανοποιούνται από τους βέλτιστους ελέγχους δίνοντας έμφαση στην 
περίπτωση του στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές. 
       Αρχικά χρησιμοποιούμε τη σχέση (2.2.11) για να μετασχηματίσουμε τις 
συνθήκες (2.2.12), (2.2.14): 
 
            [ ] [ ] [ ] ( )sSbasVSVeeCeeC ss

saSasaSa −+=−+−+− )()(2211
21  

          (2.3.1) 
 
            [ ] [ ] [ ] ( )RrbarVRVeeCeeC rr

raRaraRa −+=−+−+− )()(2211
21 .        

                                                                                                              (2.3.2) 
 
Παραγωγίζοντας τη (2.3.1) ως προς το r, παίρνουμε 
 

             [ ] [ ] 02211 21 =−
∂
∂

+−
∂
∂ saSasaSa ee

r
Cee

r
C  

 
Εφόσον  και τα  έχουν αντίθετα πρόσημα, οι εκφράσεις στα 

άγκιστρα έχουν αντίθετα πρόσημα. Επομένως τα 

sS > 21,aa

r
C

r
C

∂
∂

∂
∂ 21 ,  έχουν το ίδιο 

πρόσημο. Το ίδιο επιχείρημα εφαρμόζεται στις παραγώγους των ως 
προς τις άλλες τρεις παραμέτρους. 

21,CC

        Στη συνέχεια εξετάζουμε την επίδραση των παραμέτρων στο F(X) για 
δοθέν X. Για παράδειγμα ως προς r έχουμε 
 

             ( ) .021 21 =
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂ XaXa e
r

Ce
r

C
r
XF  

 
Εφόσον οι παράγωγοι στο δεξί μέλος έχουν το ίδιο πρόσημο και τα 
εκθετικά είναι θετικά η παράσταση έχει σταθερό πρόσημο για κάθε Χ. Άρα, 
μία μεταβολή του r είτε μετατοπίζει όλη την F(X) προς τα πάνω είτε προς 
τα κάτω και το ίδιο ισχύει για κάθε μία από τις τρεις παραμέτρους. 
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          Η συνθήκη για τη βέλτιστη επιλογή του r  γράφεται ως ( ) 0=∂
∂

r
XF   

ή 

            .021 =
∂
∂

=
∂
∂

r
C

r
C  

 
Παραγωγίζοντας τη (2.3.2) ως προς το και χρησιμοποιώντας τις παραπάνω 
συνθήκες, παίρνουμε 
 
            ( ) r

rara brVeaCeaC =′−−− 21
2211   

 
το οποίο συνεπάγεται ότι ( ) rbrF −=′ . Παρόμοια επιχειρήματα ισχύουν για 
τις υπόλοιπες παραμέτρους. 
        Οι συνθήκες βέλτιστου ελέγχου διατυπώνονται με βάση τα παραπάνω 
ως εξής 
 
           ( ) ( ),SFbsF s ′==′           (2.3.3) 
          
           ( ) ( ).RFbrF r ′=−=′                                                                     (2.3.4) 
 
Τελικά, μέσω των συνθηκών που παρουσιάζονται σε αυτή και την 
προηγούμενη ενότητα παίρνουμε έξι εξισώσεις από τις οποίες μπορούμε να 
καθορίσουμε τις παραμέτρους βέλτιστου ελέγχου s, S, R, r καθώς και τις 
σταθερές , οπότε και τη μορφή της συνάρτησης αξίας. 21,CC
        Στα γραφήματα 2.1-2.3 απεικονίζονται οι λύσεις προβλημάτων 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές (πάγια και αναλογικά 
κόστη προσαρμογής, γράφημα 2.1), singular στοχαστικού ελέγχου (μόνο 
αναλογικά κόστη, γράφημα 2.2) και στοχαστικού ελέγχου με διακριτές 
προσαρμογές (μόνο πάγια κόστη ανά προσαρμογή, γράφημα 2.3). 
 

 
 
Γράφημα 2.1 Βέλτιστος έλεγχος με διακριτές προσαρμογές 
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Γράφημα 2.2 Βέλτιστος singular στοχαστικός έλεγχος  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
Γράφημα 2.3 Βέλτιστος στοχαστικός έλεγχος μόνο με πάγια κόστη.   
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3 Ένα μοντέλο μη αναστρέψιμων επενδύσεων με 
στοχαστικές δυνατότητες παραγωγής και πάγια και 
αναλογικά κόστη διεκπεραίωσης 

 
 
 
3.1 Περιγραφή του προβλήματος και σχετιζόμενη βιβλιογραφία  
     
Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζεται το πρόβλημα μιας εταιρείας που έχει τη 
δυνατότητα επέκτασης των δυνατοτήτων παραγωγής της μέσω της 
επένδυσης κεφαλαίων. Οι επενδύσεις κεφαλαίων θεωρούνται μη 
αναστρέψιμες με την έννοια ότι η εταιρεία δεν μπορεί να ανακτήσει τις 
επενδύσεις μειώνοντας την ικανότητα παραγωγής της. Η εταιρεία χρεώνεται 
πάγια και αναλογικά κόστη διεκπεραίωσης σε κάθε της επένδυση και 
στόχος της είναι η μεγιστοποίηση των κερδών της σε έναν άπειρο χρονικό 
ορίζοντα. 
        Οι Dixit και Pindick [29] παρουσιάζουν μία ανασκόπηση παρόμοιων 
επενδυτικών προβλημάτων. Οι Davis κ.α. [25] ήταν ανάμεσα στους 
πρώτους που διατύπωσαν το πρόβλημα του βέλτιστου καθορισμού του 
χρόνου και του μεγέθους των αυξήσεων της ικανότητας παραγωγής στην 
παρουσία τυχαίων οικονομικών διακυμάνσεων. Ο Kobila [50] ανέλυσε ένα 
μοντέλο με ντετερμινιστική ικανότητα παραγωγής σε μία αβέβαιη αγορά 
χωρίς κόστη διεκπεραίωσης στο αγορασθέν κεφάλαιο. Οι Chiarolla και 
Haussmann [23] μελέτησαν ένα μη αναστρέψιμο επενδυτικό μοντέλο σε 
ένα πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα και παρουσίασαν μία αναλυτική λύση 
για μία συνάρτηση παραγωγής τύπου Cobb Douglas. Άλλες σημαντικές 
συνεισφορές περιλαμβάνουν τους Oksendal [70], Wang [83] και Bank [6]. 
Μοντέλα επέκτασης της παραγωγικής ικανότητας στα οποία το 
εγκατεστημένο επίπεδο μπορεί να μειωθεί αλλά και να αυξηθεί, -τα 
λεγόμενα αναστρέψιμα μοντέλα επέκτασης ικανότητας- εξετάστηκαν, 
μεταξύ άλλων, από τους  Abel και Eberly [1] και Guo και Pham [39].  
       Η παρουσία πάγιoυ κόστους για την προσθήκη κεφαλαίων απαιτεί 
τεχνικές στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές (ελέγχου 
στοχαστικής όρμωσης -stochastic impulse control) για τη λύση του 
προβλήματος. Εδώ υιοθετούμε τη μεθοδολογία που παρουσιάζεται στο 
άρθρο των Cadenillas και Zapatero [19] (βλέπε επίσης Cadenillas [18], 
Suzuki και Pliska [77], Cadenillas κ.α [21]). Εναλλακτικά το πρόβλημα θα 
μπορούσε να προσεγγιστεί μέσω συνδυασμού μεθόδων στοχαστικής 
ανάλυσης με τεχνικές μη γραμμικού προγραμματισμού όπως στους Alvarez 
και Virtanen [3] (βλέπε επίσης Alvarez [2], Dayanik και Egami, [28]). Ο 
Pham [75] έλυσε το πρόβλημα που εξετάζουμε εδώ υποθέτοντας μόνο 
αναλογικά κόστη ανά επένδυση βασιζόμενος σε μεθόδους singular 
στοχαστικού ελέγχου. Η βέλτιστη στρατηγική σε αυτό το μοντέλο 
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αποτελείται από πολύ μικρές προσθήκες κεφαλαίων ώστε οι δυνατότητες 
παραγωγής να μην είναι ποτέ μικρότερες από ένα (βέλτιστο) κάτω όριο. Οι 
επενδύσεις ενδέχεται να είναι άπειρες το πλήθος σε έναν πεπερασμένο 
χρονικό ορίζοντα. Με την ύπαρξη πάγιου κόστους ανά επένδυση, τέτοιες 
στρατηγικές είναι μη βέλτιστες –μπορούν εύκολα να οδηγήσουν σε 
οικονομική καταστροφή. 
        Στη δεύτερη ενότητα του κεφαλαίου διατυπώνουμε το πρόβλημα με 
μαθηματική ορολογία. Στην τρίτη ενότητα παρουσιάζονται κάποια 
προκαταρκτικά αποτελέσματα σχετικά με τη συνάρτηση αξίας και τις  
αποδεκτές στρατηγικές επέκτασης δυνατοτήτων παραγωγής. 
Χαρακτηρίζουμε τη συνάρτηση αξίας ως λύση σε ένα σύστημα qv-
ανισοτήτων και λύνουμε αυτό το σύστημα στην τέταρτη ενότητα. Η πέμπτη 
ενότητα περιλαμβάνει μία αριθμητική εφαρμογή που δείχνει πως η ζώνη 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές συρρικνώνεται στο 
βέλτιστο σημείο του singular στοχαστικού ελέγχου (όπως προκύπτει από 
την ανάλυση του Pham [75]) όταν το πάγιο κόστος τείνει στο μηδέν. 
Επιπλέον δείχνουμε ότι οι βέλτιστες στρατηγικές ελέγχου εξαρτώνται 
ισχυρά από τον υφαιρετικό ρυθμό (discount rate) του κριτηρίου 
βελτιστοποίησης. 
 
 
3.2 Μαθηματική διατύπωση του προβλήματος 
 
Θεωρούμε έναν χώρο πιθανότητας (Ω, F, P), σχετιζόμενο με μία 
μονοδιάστατη κίνηση Brown, W. Θεωρούμε επίσης μία εταιρεία με 
δυνατότητα παραγωγής Kt η οποία μπορεί να επενδύσει κεφάλαια για να 
αυξήσει τη δυνατότητα παραγωγής της οποιαδήποτε χρονική στιγμή t αλλά 
αντιμετωπίζει πάγια και αναλογικά κόστη διεκπεραίωσης που 
συμβολίζονται με C και c αντίστοιχα. Για αρχικό κεφάλαιο  οι 
δυνατότητες παραγωγής της εταιρίας εξελίσσονται σύμφωνα με την 
ακόλουθη γενικευμένη εξίσωση του Ito: 

0≥k

 

{ }∫ ∑∫
∞

=
<++−=

t

n
ntss

t

st n
IdWKdsKkK

0 10

ξγδ τ ,                 (3.2.1) 

 
όπου 0≥δ  είναι ο ρυθμός με τον οποίο φθίνει η ικανότητα παραγωγής στο 
χρόνο όταν δεν υπάρχουν επενδύσεις, το γ> 0 αντιπροσωπεύει την 
μεταβλητότητα της και ξn είναι το (θετικό) ποσό της nής επένδυσης. 
Παρατηρούμε όταν δεν υπάρχει στοχαστικός έλεγχος (μέσω επενδύσεων) η 
τιμή της συνάρτησης στο τελευταίο μέρος της (3.2.1) είναι μηδέν, οπότε το 
K περιγράφεται απλά από μία γεωμετρική κίνηση Brown. 
        H συνάρτηση κέρδους Π θεωρείται συνεχής στο +ℜ , μη φθίνουσα, 
κοίλη και C1 στο , με ( ∞,0 ) ( ) 00 =Π  και ικανοποιεί της συνθήκες Inada:  
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 ( ) ( ) ∞=Π′=Π′

↓

+ k
k 0
lim:0  and  ( ) ( ) 0lim: =Π′=∞Π′

∞→
k

k
.               (3.2.2) 

 
Ένα τυπικό παράδειγμα που προκύπτει από την συνάρτηση παραγωγής 
τύπου Cobb-Douglas, οδηγεί σε μία συνάρτηση κέρδους της μορφής: 
 
 ,  με ( ) akk λ=Π 10,0 <<> αλ .                           (3.2.3) 
 
Στα επόμενα βήματα υιοθετούμε αυτήν την επιλογή για τη συνάρτηση 
κέρδους όμοια με τους Pham [75] και Merhi και Zervos [63].  
Με βάση τα παραπάνω, το πρόβλημα της εταιρείας διατυπώνεται ως εξής: 
 
Πρόβλημα 3.2.1 Η εταιρία σκοπεύει να μεγιστοποιήσει το καθαρό 
(discounted) κέρδος μείον τα κόστη επενδύσεων σε έναν άπειρο χρονικό 
ορίζοντα. Συγκεκριμένα η εταιρία σκοπεύει να επιλέξει ένα ζεύγος (Τ,ξ) το 
οποίο μεγιστοποιεί το συναρτησοειδές J1  που ορίζεται από την παρακάτω 
ισότητα: 
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με το  r να συμβολίζει τον υφαιρετικό ρυθμό και C1=1+c.  
 
 
3.3 Βοηθητικά Αποτελέσματα 
 
Αποδεκτές στρατηγικές 
Εφόσον θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε τη συνάρτηση J1 στο πρόβλημα 
3.2.1, θα πρέπει να εξετάσουμε μόνο τις στρατηγικές για τις οποίες το J1 
είναι καλώς ορισμένο και πεπερασμένο. Ούτως ώστε να ισχύει ότι η 
παράσταση 
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είναι καλώς ορισμένη και πεπερασμένη, είναι απαραίτητο να ισχύουν οι δύο 
παρακάτω σχέσεις:  
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Για να ισχύει η ανισότητα στο αριστερό μέρος πρέπει να ισχύει: 
  
 [ ) { } 0lim:,0 =≤∞∈∀

∞→
TPT nn

τ .                   (3.3.3) 

 
Ενώ για να ισχύει η ανισότητα στο δεξί μέρος πρέπει να ισχύουν οι 
παρακάτω δύο σχέσεις 
  
 ( )[ ] 0lim =+−

∞→
TKeE rT

T
,       (3.3.4) 

 

 .      (3.3.5) ∞<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫
∞
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rt

0

 
Οι τελευταίες δύο συνθήκες συνεπάγονται από τον τύπο της ολοκλήρωσης 
ανά τμήματα (βλέπε για παράδειγμα το κεφάλαιο VI.38 των Rogers και  
Williams [79]) σύμφωνα με τον οποίο για κάθε ∞<≤< ts0 , 
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                                (3.3.6)    

Σημειώνουμε επίσης ότι για να ισχύει  αρκεί να ισχύει 

η (3.3.5). 

( )∫
∞

− ∞<Π
0

dtKeE t
rt

k

 
Ορισμός 3.3.1. [Αποδεκτοί έλεγχοι] Θα λέμε ότι ένας στοχαστικός έλεγχος 
με διακριτές προσαρμογές είναι αποδεκτός εάν ικανοποιούνται οι συνθήκες 
(3.3.3)-(3.3.5) και δηλώνουμε με Α(k) την τάξη των αποδεκτών ελέγχων. 
 
 
Άνω / Κάτω φράγματα για την συνάρτηση αξίας 
Ορίζουμε με V τη συνάρτηση αξίας. Δηλαδή, για κάθε ( )∞∈ ,0k , 
 
 ( ) ( ){ )(,;,;sup:)( 1 kTTkJkV }Α∈= ξξ .                  (3.3.7) 
 
Στο ακόλουθο λήμμα υπολογίζονται άνω / κάτω φράγματα για την 
συνάρτηση αξίας τα οποία θα χρησιμοποιηθούν στην επόμενη ενότητα. 
 
Λήμμα 3.3.1 Η συνάρτηση αξίας V είναι πεπερασμένη και για κάθε 

 ικανοποιεί: [ 1,0 Cq∈ ]
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όπου κάτω από τις  συνθήκες Inada το 
 
             ( ) ( )[ ] 0,sup:~

0
≥∀∞<−Π=Π

≥
zkzkz

k
       (3.3.9) 

 
ορίζει το μετασχηματισμό Fenchel-Legendre του Π.    
 
Απόδειξη. Για το αριστερό τμήμα της ανισότητας πρέπει απλά να 
παρατηρήσουμε ότι εφ’ όσον η αξία της μη επένδυσης είναι μεγαλύτερη του 
μηδενός, η συνάρτηση αξίας ανήκει στο [ ]∞,0 . Το δεξί τμήμα της 
ανισότητας ισχύει για το πρόβλημα singular στοχαστικού ελέγχου (Λήμμα 
1.3.2 στον Pham, [75]) και εφ’ όσων μπορούμε να θεωρήσουμε το σύνολο 
των στοχαστικών ελέγχων με διακριτές προσαρμογές ως ένα υποσύνολο του 
συνόλου των singular στοχαστικών ελέγχων έχουμε 
 
 ( ) ( )kVkV s≤           (3.3.10)  
 
όπου  είναι η συνάρτηση αξίας του προβλήματος singular 
στοχαστικού ελέγχου.  

( )kVs

 
Στο παραπάνω λήμμα χρησιμοποιήσαμε μία σχέση μεταξύ προβλημάτων 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές και singular στοχαστικού 
ελέγχου. Παρόμοια προβλήματα εξετάζονται από τους Menaldi και Robin  
[60], Menaldi και Rofman  [61] και Oksendal [71]; Οι Alvarez και Virtanen 
[3] έδειξαν για μία κλάση προβλημάτων παρόμοια με  αυτή που 
παρουσιάζουμε εδώ ότι η ανισότητα (3.3.10) ισχύει επίσης για τις 
παραγώγους των δύο προβλημάτων στοχαστικού ελέγχου. 
 
 
3.4  Λύση της qv-ανισότητας 
 
Για μία συνάρτηση  [ ) ℜ→∞,0:φ ορίζουμε τον τελεστή  M ως 
 

( ) ( ){ }∞∈∞∈−−+= ,0,,0:)(sup:)( 1 kCCkkM ξξξφφ .                 (3.4.1) 
 
Το MV(k) αντιπροσωπεύει την αξία της στρατηγικής που αποτελείται από 
την επιλογή της βέλτιστης άμεσης επένδυσης ενώ στη συνέχεια οι χρόνοι 
και τα ποσά επένδυσης επιλέγονται βέλτιστα. Θεωρούμε επίσης το 
διαφορικό τελεστή ℑ  που ορίζεται ως 
 

 27



 )()()(
2
1:)( 2

2
22 kr

dk
kdk

dk
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Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω, σκοπεύουμε να βρούμε τη συνάρτηση 
αξίας και τη βέλτιστη στρατηγική. 
       Έστω ότι υπάρχει μία βέλτιστη στρατηγική για κάθε τιμή της αρχικής 
επένδυσης. Τότε, εάν η διαδικασία βρίσκεται αρχικά στο k και συνεχίζει 
ακολουθώντας τη βέλτιστη στρατηγική, η αναμενόμενη ωφέλεια που 
σχετίζεται με αυτή τη βέλτιστη στρατηγική είναι V(k). Από την άλλη 
πλευρά, εάν η διαδικασία ξεκινάει από το k, κάνει αμέσως τη βέλτιστη 
επένδυση, και στη συνέχεια ακολουθεί τη βέλτιστη στρατηγική, η 
αναμενόμενη ωφέλεια που σχετίζεται με αυτή τη στρατηγική είναι MV(k). 
Αφού η πρώτη στρατηγική είναι βέλτιστη η αναμενόμενη ωφέλεια που 
αντιστοιχεί σε αυτή είναι μεγαλύτερη ή ίση από την αναμενόμενη ωφέλεια 
που σχετίζεται με τη δεύτερη στρατηγική. Επιπλέον, όταν η  αναμενόμενη 
ωφέλεια είναι ίση και στις δύο περιπτώσεις, τότε ο βέλτιστος έλεγχος είναι 
η παρέμβαση στο στοχαστικό σύστημα μέσω μιας επένδυσης. Δηλαδή 
ισχύει, , και όταν ισχύει η ισότητα είναι βέλτιστο  να  γίνει 
επένδυση. Όταν δεν υπάρχει έλεγχος, πρέπει να ισχύει 

)()( kMVkV ≥
0)( =ℑ kV  (από 

εφαρμογή της αρχής δυναμικού προγραμματισμού στο πρόβλημα που 
εξετάζουμε). Οι παραπάνω αρχικές παρατηρήσεις μπορούν να εφαρμοστούν 
για να δοθεί ένας χαρακτηρισμός της συνάρτησης αξίας.  
 
Ορισμός 3.4.1 (qv-ανισότητες): Θα λέμε ότι μια συνάρτηση  
ικανοποιεί τις qv-ανισότητες για το πρόβλημα 3.2.1 αν για κάθε  
ισχύουν οι σχέσεις: 

( ) ℜ→∞,0:v
[ )∞∈ ,0k

 
0)()( ≤Π+ℑ kkv ,          (3.4.3)   

  ,           (3.4.4) )()( kMvkv ≥

 ( )( 0)()()()( ) =Π+ℑ− kkvkMvkv .            (3.4.5) 

Ανισότητες τέτοιου είδους έχουν εξετασθεί, μεταξύ άλλων, από τους 
Bensoussan και Lions [9], Perthame [73, 74] και Baccarin [5] αλλά το 
θεωρητικό υπόβαθρο όπως έχει αναπτυχθεί στις παραπάνω εργασίες δεν 
μπορεί να εφαρμοστεί απ’ ευθείας στη δική μας περίπτωση. 
        Μία λύση v των qv-ανισοτήτων χωρίζει το διάστημα ( )∞,0  σε δύο 
περιοχές: μία περιοχή στην οποία δεν εφαρμόζεται έλεγχος  
 
 ( ){ }0)()()()(:,0: =Π+ℑ>∞∈= kkvkMvkvkC και   
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και μία περιοχή στην οποία ο βέλτιστος έλεγχος είναι η επένδυση  
 
 ( ){ }0)()()()(:,0: <Π+ℑ=∞∈=Σ kkvkMvkvk και . 
 
Λύνοντας τις παραπάνω ανισότητες μπορούμε να κατασκευάσουμε τον 
παρακάτω στοχαστικό έλεγχο. 
 
Ορισμός 3.4.2: Έστω v μία λύση των qv-ανισοτήτων. Ο παρακάτω 
στοχαστικός έλεγχος  
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καλείται qv-έλεγχος σχετιζόμενος με τη v (εφόσον υπάρχει) 
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όπου . 0:0: 00 == vv and ξτ
 
Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι αυξήσεις στις δυνατότητες παραγωγής 
συμβαίνουν μόνο όταν τα v και Mv είναι ίσα και το μέγεθος της επένδυσης 
σχετίζεται με τη λύση ενός προβλήματος βελτιστοποίησης για το Mv(k). 
       Ο Κorn [53] παρουσίασε μία ικανή και αναγκαία συνθήκη για την 
ύπαρξη βέλτιστης λύσης σε προβλήματα στοχαστικού ελέγχου με διακριτές 
προσαρμογές και την εφάρμοσε σε διαφορετικές κλάσεις προβλημάτων. Για 
κάθε πρόβλημα έδειξε ότι ένας αποδεκτός έλεγχος που ικανοποιεί τη 
σχετική συνθήκη είναι βέλτιστος. Οι Cadenillas και Zapatero [19] και 
Cadenillas κ.α. [21] εξέλιξαν κατάλληλες (για τα προβλήματα τα οποία 
εξέτασαν) παραλλαγές του θεωρήματος 3.2 του Κorn [53]. Η παρακάτω  
εκδοχή είναι κατάλληλη για την εφαρμογή που εξετάζουμε σε αυτό το 
κεφάλαιο. Η απόδειξή της είναι προφανής μέσω των επιχειρημάτων που 
αναπτύσσονται στα άρθρα των  Cadenillas και Zapatero [19] και Cadenillas 
κ.α. [21]. Παρουσιάζουμε μία απόδειξη στο παράρτημα για ένα παρόμοιο 
θεώρημα που διατυπώνεται στο επόμενο κεφάλαιο. 
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Θεώρημα 3.4.1 Έστω ( ) ( )( )∞∞∈ ,0;,01Cv  μία λύση των qv-ανισοτήτων 
και έστω ( )∞∈ ,0b  τέτοιο ώστε [ ) { }( )+ℜ−∞∈ ;,02 bCv . Έστω επίσης ότι 
υπάρχει τέτοιο ώστε η v να είναι γραμμική συνάρτηση στο 
διάστημα (0,L). Τότε για κάθε 

∞<< L0
( )∞∈ ,0k  ισχύει: 

 
 )()( kvkV ≤ . 
 
Επιπλέον, αν ο qv-έλεγχος ( )vvT ξ,  που αντιστοιχεί στη v είναι αποδεκτός 
τότε είναι ένας βέλτιστος στοχαστικός έλεγχος και για κάθε  
ισχύει: 

( )∞∈ ,0k

 
 ( )vvTkJkvkV ξ,;)()( == .  
 
       Συμπεραίνουμε λοιπόν την ύπαρξη βέλτιστης λύσης ( )ξ,T  που 
χαρακτηρίζεται από παραμέτρους L, l με ∞<<< lL0  τέτοιες ώστε η 
βέλτιστη στρατηγική είναι η παραμονή στην ημιευθεία [ )∞,L  και η 
μετάβαση στο l όταν η διαδικασία βρεθεί στο L. Διατυπώνοντας το 
παραπάνω με μαθηματικούς όρους ορίζουμε τους (τυχαίους) χρόνους κατά 
τους οποίους επενδύουμε ως: 
 
 ( ){ }∞∉>= − ,:inf 1 LKt tii ττ                                                     (3.4.6) 
 
για κάθε Ν∈i , και το μέγεθος της επένδυσης ως 
 
 ( )LXi iii

IlKK ==+=
+ τ

ξττ .                                                         (3.4.7) 

 
Με βάση τα παραπάνω η συνάρτηση αξίας ικανοποιεί τη σχέση: 
 
 ( ] ( )ylCClvyVLy −−−=∈∀ 1)()(:,0 .        (3.4.8) 
 
Για να είναι η συνάρτηση αξίας διαφορίσιμη στα { }lL, , μέσω της (3.4.8) 
παίρνουμε τις παρακάτω σχέσεις: 
 

( ) 1CLV =′                        (3.4.9) 

και 

 ( ) 1ClV =′  .                    (3.4.10) 
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Συμπεραίνουμε επίσης ότι η εφόσον η περιοχή στην οποία δε γίνονται 
επενδύσεις είναι το διάστημα ( )∞,L , θα πρέπει να ισχύει: 
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2
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2
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Εφαρμόζοντας κλασσικές μεθόδους επίλυσης συνήθων διαφορικών 
εξισώσεων, βρίσκουμε τη γενική λύση της (3.4.11) για Π όπως στην (3.2.3) 
η οποία δίνεται από τη σχέση: 
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όπου A, B είναι άγνωστες σταθερές και   
 

( )

( ) 0
2

8442

1
2

8442

2

2/124222

2

2

2/124222

1

<
++−−+

=

>
++−++

=

γ
γγδγδγδ

γ
γγδγδγδ

ra

ra
,  (3.4.13) 

 ,     (3.4.14) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Π= ∫

∞
− dtKeEkV t

rt

0
0

~~

και όπου το tK~ παριστά τη γεωμετρική κίνηση Brown (3.2.1).    
       Για Π δοθέν από τη (3.2.3) έχουμε 

r
kBkAkkv

a
aa

μ
λ

++= 21)( ,                  (3.4.15) 

με 

 ( )r4224 222 −−−= αγδαγαμ .    (3.4.16) 

 
Σε αυτό το σημείο παρατηρούμε ότι αν ισχύει A>0 τότε η (3.3.10) δεν 
ισχύει (βλέπε θεώρημα 1.5.3, Pham [75] για τη μορφή της συνάρτησης 
αξίας στο σχετιζόμενο πρόβλημα singular στοχαστικού ελέγχου). Επιπλέον 
για A<0,  όταν −∞→′ )(kv ∞→k  που είναι επίσης μη αποδεκτό, οπότε 
πρέπει να ισχύει A=0. 
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Σημείωση 3.4.1 Σύμφωνα με την εργασία του Dixit [30], σε προβλήματα 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές όπου δεν υπάρχει λόγος 
ελέγχου του συστήματος για την αποφυγή υψηλών τιμών –όπως στην 
περίπτωσή μας-, πρέπει να χρησιμοποιηθεί κάποιο οικονομικό επιχείρημα 
το οποίο θα παρέχει μία -αναγκαία για την εύρεση της συνάρτησης αξίας- 
συνοριακή συνθήκη για την (3.4.15) όταν το K τείνει στο άπειρο. Σε αυτό 
το κεφαλαίο χρησιμοποιούμε το ότι η συνάρτηση αξίας του προβλήματος 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές είναι άνω φραγμένη από τη 
συνάρτηση αξίας  του αντίστοιχου προβλήματος singular στοχαστικού 
ελέγχου. Στη βιβλιογραφία δεν έχουμε συναντήσει καμία εφαρμογή 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές όπου έλεγχος 
πραγματοποιείται μόνο εφόσον η στοχαστική διαδικασία φτάσει σε κάποιο 
κάτω όριο. Σε προβλήματα βέλτιστης συγκομιδής ή διανομής μερίσματος 
συναντάμε το αντίστοιχο πρόβλημα όπου δεν επιτρέπεται σε μία 
στοχαστική διαδικασία  να ξεπεράσει ένα άνω όριο. Για τέτοιου είδους 
εφαρμογές της θεωρίας, προηγούμενες εργασίες (Cadenillas [18], 
Cadenillas κ.α. [21]) έθεσαν ως συνοριακή συνθήκη το μηδενισμό της 
συνάρτησης αξίας σε κάποιο χαμηλό κάτω όριο.  
        Συμπερασματικά, η λύση στο πρόβλημα αυτού του κεφαλαίου 
περιγράφεται από τις εξισώσεις (3.4.6), (3.4.7) και οι τρεις άγνωστοι L, l, B 
επιλύουν ένα σύστημα τριών μη γραμμικών εξισώσεων: 
 

( )LlCClhLh −−−= 1)()(        (3.4.17) 
 

                      (3.4.18) ( ) 1CLh =′
 
                      (3.4.19) ( ) 1Clh =′
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+= 2)( .                              (3.4.20) 

 
Τα παραπάνω αποδεικνύονται στο επόμενο θεώρημα. 
 
Θεώρημα 3.4.2 Έστω L, l με ∞<< lL μια λύση του συστήματος που 
περιγράφεται από τις (3.4.17)-(3.4.19). Ορίζουμε τη συνάρτηση 

 ως ( ) ℜ→∞,0:V
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Αν για κάθε k<L ισχύει 
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          ( )[ ] )()( 11 kklCClhrkC Π+−−−−− δ <0             (3.4.22) 
 
τότε η συνάρτηση αξίας του προβλήματος 2.1 δίνεται από τη v. Δηλαδή 
  
 ( ) ( ){ })(,;,;sup)()( 1 kTTkJkVkv Α∈== ξξ  
 
και η βέλτιστη στρατηγική δίνεται από τις σχέσεις (3.4.6), (3.4.7). 
 
Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι αν V είναι μία λύση των qv-ανισοτήτων τότε 
σύμφωνα με το θεώρημα 3.4.1, η V θα είναι η συνάρτηση αξίας και η 
βέλτιστη στρατηγική θα δίνεται από τις (3.4.6)-(3.4.7). Πράγματι, η V έχει 
συνεχή δεύτερη παράγωγο στο διάστημα ( ) ( )∞∪ ,,0 LL  και συνεχή πρώτη 
παράγωγο στο L. Επιπλέον, η V είναι γραμμική στο διάστημα και ο 
qv-έλεγχος που σχετίζεται με τη V είναι αποδεκτός, γιατί η τροχιά K που 
σχετίζεται με τον qv-έλεγχο που προέρχεται από τη V συμπεριφέρεται ως 
γεωμετρική κίνηση Brown σε κάθε τυχαίο διάστημα 

( L,0 )

( )1, +nn ττ  και 
ικανοποιεί: ( ) [ ){ } 1,:,0 =∞∈∞∈∀ LktP t . Επομένως οι συνθήκες (3.3.3)-
(3.3.5) ικανοποιούνται, και ο qv-έλεγχος που σχετίζεται με τη V είναι 
αποδεκτός. Άρα μένει να επαληθεύσουμε ότι η V επιλύει τις qv-ανισότητες.      
        Παρατηρούμε ότι ισχύει 
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επομένως το )()( kkV Π+ℑ ισούται με μηδέν στο διάστημα [ )∞,L  και είναι 
αρνητικό στο διάστημα (0,L) μέσω της συνθήκης (3.4.22), οπότε η 
ανισότητα (3.4.3) ικανοποιείται. Σημειώνουμε επίσης ότι 
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και παρατηρούμε ότι 
  

[ ) 0)()(:, >=−∞∈∀ CkMvkvLk .  
και   

( ) ( )klCClhkhkMvkvLk −−+−=−∈∀ 1)()()()(,0: ,  
 
Έτσι η παράσταση v-Mv ισούται με μηδέν στο διάστημα ( )L,0  και είναι 
θετική στο , οπότε ικανοποιούνται οι ανισότητες (3.4.3)-(3.4.5). Με [ )∞,L
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βάση τα παραπάνω η v αποτελεί λύση των qv-ανισοτήτων και αυτό 
αποδεικνύει το θεώρημα.  
 
 
3.5  Εφαρμογή 
 
Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα της αριθμητικής 
επίλυσης του συστήματος (3.4.17)-(3.4.19) και διεξάγουμε ανάλυση 
ευαισθησίας σε σχέση με τα πάγια κόστη και τον υφαιρετικό ρυθμό μέσω 
εφαρμογής ενός αλγόριθμου Newton-Raphson. Πρέπει να σημειωθεί ότι το 
μη γραμμικό σύστημα είναι αρκετά πολύπλοκο οπότε η σύγκλιση του 
αριθμητικού σχήματος είναι ευαίσθητη σε σχέση με  τις αρχικές τιμές που 
παρέχονται στον αλγόριθμο. Έτσι, βρίσκουμε πρώτα λύσεις για μία βασική 
περίπτωση και για κάθε μικρή μεταβολή μίας παραμέτρου εισάγουμε ως 
αρχικές τιμές τα αποτελέσματα της προηγούμενης εκτέλεσης.  
       Αρχικά σημειώνουμε ότι το σημείο ελέγχου kb του προβλήματος 
singular στοχαστικού ελέγχου δίνεται από την παρακάτω σχέση (Pham 
[75]) 
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Θεωρούμε λοιπόν τα παρακάτω δεδομένα 
 
 3.03.01.012.01.11 ====== arC γδλ  
 
και παρατηρούμε ότι για τις παραπάνω τιμές, kb=1.3602. Ο πίνακας 3.1 και 
το γράφημα 3.1 δείχνουν το πώς μεταβάλλεται το διάστημα ελέγχου (L, l) 
για διαφορετικές τιμές στα πάγια κόστη C. Παρατηρούμε ότι to διάστημα 
ελέγχου συρρικνώνεται προς το όριο ελέγχου του αντίστοιχου singular 
στοχαστικού ελέγχου για φθίνουσες τιμές του C. Η ευθεία παλινδρόμησης 
(η οποία εφαρμόζει τέλεια, R2=1) για το πλάτος l-L του διαστήματος 
ελέγχου δοσμένο ως συνάρτηση του πάγιου κόστους δίνεται από την 
παρακάτω εξίσωση: 
 
        (3.5.3) ( ) 321.3 6.124.4822.6 CCCLl ⋅+⋅−⋅=−
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όπου ο εκθέτης στην (3.5.3) προέκυψε μέσω μιας διαδικασίας εύρεσης 
βέλτιστου μετασχηματισμού τύπου Box-Cox. 
       Στη συνέχεια το C μένει σταθερό και ίσο με 0.5 και οι εξισώσεις 
(3.4.17)-(3.4.19) λύνονται για διαφορετικές τιμές του r (από 0.05 ως 0.2). Ο 
πίνακας 3.2 και το γράφημα 3.2 δείχνουν ότι τα l και L φθίνουν όσο αυξάνει 
το r και το ίδιο ισχύει για το εύρος l-L του διαστήματος ελέγχου. Σε αυτή 
την περίπτωση η ευθεία παλινδρόμησης (που και σε αυτήν την περίπτωση 
εφαρμόζει τέλεια στα δεδομένα) για το εύρος του διαστήματος ελέγχου 
δίνεται από τη σχέση 
  
                    (3.5.4)  ( ) 321.2 19.3003.938.00033.0 rrrLl ⋅+⋅+⋅−=− −

 
όπου ο εκθέτης στο αριστερό μέλος προέκυψε και εδώ μέσω μιας 
διαδικασίας Box-Cox. 
 

Πίνακας 3.1 Διαστήματα ελέγχου για διαφορετικά πάγια κόστη.  
 

C  L  l  B  
0.7 0.3460 1.8079 0.0151 

0.6 0.3913 1.8036 0.0213 

0.5 0.4443 1.7972 0.0301 

0.4 0.5075 1.7878 0.0428 

0.3 0.5851 1.7731 0.0618 

0.2 0.6858 1.7486 0.0913 

0.1 0.8326 1.7005 0.1420 

0.05 0.9491 1.6506 0.1852 

0.01 1.1297 1.5483 0.2466 

0.005 1.1800 1.5136 0.2602 

0.001 1.2576 1.4536 0.2762 

0.0005 1.2795 1.4351 0.2794 

0.0001 1.3136 1.4048 0.2830 

0.00005 1.3234 1.3957 0.2837 

0.00001 1.3388 1.3811 0.2845 

0.000005 1.3433 1.3768 0.2846 

0.000001 1.3503 1.37 0.2848 
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Γράφημα 3.1 Διαστήματα ελέγχου για διαφορετικά πάγια κόστη. 
 
 

 
Γράφημα 3.2 Διαστήματα ελέγχου για διαφορετικά επίπεδα του 
υφαιρετικού ρυθμού. 
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Πίνακας 3.2 Διαστήματα ελέγχου για διαφορετικά επίπεδα του υφαιρετικού 
ρυθμού. 

r  L  l  B  
0.2 0.4443 1.7972 0.0301 

0.19 0.5045 1.9456 0.0489 

0.18 0.5753 2.1157 0.0798 

0.17 0.6594 2.3124 0.1311 

0.16 0.7602 2.5418 0.2169 

0.15 0.8826 2.8125 0.3623 

0.14 1.033 3.1357 0.6122 

0.13 1.2208 3.5275 1.0501 

0.12 1.4599 4.0107 1.8355 

0.11 1.7711 4.6196 3.2866 

0.1 2.1876 5.4071 6.0713 

0.09 2.7651 6.4597 11.6893 

0.08 3.6033 7.9285 23.8134 

0.07 4.897 10.1005 52.5682 

0.06 7.0769 13.5903 130.9941 

0.05 11.2807 19.9644 398.7536 
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4 Στοχαστικός έλεγχος µε διακριτές προσαρµογές και 
υφαιρετικά ή εργοδικά κριτήρια βελτιστοποίησης: Μία 
συγκριτική εφαρµογή στον έλεγχο χαρτοφυλακίου 

 
 
 

                                                

4.1 Περιγραφή του προβλήµατος και σχετιζόµενη βιβλιογραφία  
     
Η πρωταρχικός στόχος σε αυτό το κεφάλαιο είναι να συγκριθούν οι 
βέλτιστες στρατηγικές όπως προκύπτουν σε ένα πρόβληµα στοχαστικού 
ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές υιοθετώντας εργοδικά ή υφαιρετικά 
κριτήρια βελτιστοποίησης. Υιοθετώντας ένα εργοδικό κριτήριο, 
µεγιστοποιούµε τα αναµενόµενα κέρδη (αντίστοιχα ελαχιστοποιούµε τις 
αναµενόµενες απώλειες) ανά µονάδα χρόνου ενώ υιοθετώντας ένα 
υφαιρετικό κριτήριο µεγιστοποιούµε τα αναµενόµενα καθαρά / υφαιρετικά 
κέρδη (αντίστοιχα ελαχιστοποιούµε τις αναµενόµενες υφαιρετικές 
απώλειες) σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. Εξ’ όσων γνωρίζουµε αυτή 
είναι η πρώτη ερευνητική προσπάθεια που διερευνά το συγκεκριµένο 
πρόβληµα. Στη διεθνή βιβλιογραφία έχουν παρουσιαστεί επιλύσεις 
προβληµάτων στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές µόνο µε 
υφαιρετικά κριτήρια. Υπάρχουν παρ’ όλα αυτά εφαρµογές (όπως το 
πρόβληµα ελέγχου µιας συναλλαγµατικής ισοτιµίας, Jack και Zervos [41]) 
στις οποίες η επιλογή ενός υφαιρετικού κριτηρίου δεν έχει οικονοµικό 
νόηµα και είναι προτιµότερο ένα εργοδικό κριτήριο. Επιπλέον, σε σχέση µε 
εργασίες που παρουσιάζουν αναλύσεις ευαισθησίας για το υφαιρετικό 
πρόβληµα (π.χ. Cadenillas και Zapatero [19], Suzuki και Pliska [77]), αυτή 
είναι η πρώτη φορά που δίνεται έµφαση στη µεταβολή των διαστηµάτων 
ελέγχου σε σχέση µε τις αλλαγές στα επίπεδα της υφαιρετικής σταθεράς.  
       Ως µέσο για τη διεξαγωγή της σύγκρισης χρησιµοποιούµε το παρακάτω 
πρόβληµα που εξ’ όσων γνωρίζουµε παρουσιάζεται για πρώτη φορά στη 
βιβλιογραφία: Ένας επενδυτής υιοθετεί κριτήρια βελτιστοποίησης τα οποία 
υπό τις συνήθεις υποθέσεις για την κίνηση της αγοράς (αποδόσεις που 
ακολουθούν γεωµετρική κίνηση Brown, ανέξοδες συναλλαγές) τον οδηγούν 
στην απόφαση ότι πρέπει να τοποθετήσει ένα συγκεκριµένο ποσό  χ σε µία 
µετοχή1. Στην πράξη, εφόσον πρέπει να αντιµετωπίσει –αναλογικά και 
πάγια- κόστη σε κάθε του συναλλαγή, δεν µπορεί να ακολουθήσει αυτή 
ακριβώς τη στρατηγική. Για την υλοποίηση της στρατηγικής του επιλέγει 
ένα διάστηµα ελέγχου (L, U) µε L<χ<U µέσα στην οποία επιτρέπει η 
επένδυσή του να µεταβάλλεται χωρίς ο ίδιος να επεµβαίνει. Όταν η 
επένδυσή του φτάσει στο U αποταµιεύει το ποσό U-χ  και φέρνει την 

 
1 Τέτοιες στρατηγικές αποδεικνύονται βέλτιστες υπό τις συνήθεις υποθέσεις για τις 
συνθήκες της αγοράς όταν ο επενδυτής υιοθετεί εκθετική συνάρτηση ωφέλειας (Merton 
[66]).  
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επένδυσή του πάλι στο χ. Αντίστοιχα όταν το ποσό της επένδυσής του πέσει 
στο κάτω όριο L, ενισχύει την επένδυσή του µε ποσό L-χ για να φτάσει 
ξανά στο επίπεδο χ. Τα  U  και L  επιλέγονται τέτοια ώστε οι αποταµιεύσεις 
να µεγιστοποιούν µία συνάρτηση ωφέλειας και οι επιπλέον επενδύσεις να 
ελαχιστοποιούν µια ενδεχοµένως διαφορετική συνάρτηση ωφέλειας.  
       Όµοια µε τη συντριπτική πλειοψηφία της σχετιζόµενης βιβλιογραφίας, 
υποθέτουµε ότι οι αποδόσεις της µετοχής περιγράφονται από µία 
γεωµετρική κίνηση Brown. Επιπλέον, για να µη γίνει το πρόβληµα πολύ 
σύνθετο δεν υποθέτουµε την ύπαρξη άνω ορίου όσον αφορά το µέγιστο των 
(αθροιστικών) επιπλέον επενδύσεων. Εφόσον λαµβάνουµε υπόψη τα πάγια 
και αναλογικά κόστη διεκπεραίωσης της συναλλαγής, η εύρεση της 
βέλτιστης στρατηγικής επαφίεται σε µεθόδους στοχαστικού ελέγχου µε 
διακριτές προσαρµογές. Ένα άµεσα σχετιζόµενο πρόβληµα αφορά την 
εύρεση διαστηµάτων ελέγχου των επενδυτικών αναλογιών σε διαφορετικές 
κλάσεις κινδύνου (Suzuki και Pliska [77], Tamoura [82], Kamarianakis και 
Xepapadeas [45]).        
       Το κεφάλαιο είναι οργανωµένο ως εξής: Στη δεύτερη ενότητα 
διατυπώνουµε το µοντέλο µε µαθηµατικούς όρους και παρουσιάζουµε τα 
εναλλακτικά εργοδικά / υφαιρετικά κριτήρια βελτιστοποίησης. Στην τρίτη 
ενότητα παρουσιάζουµε τη λύση του εργοδικού προβλήµατος µε 
συνδυασµό µεθόδων στοχαστικού λογισµού και τεχνικών µη γραµµικής 
βελτιστοποίησης. Πρόσφατα οι Jack και Zervos [41] παρουσίασαν µία 
µέθοδο επίλυσης παρόµοιων προβληµάτων κάτω από υποθέσεις αρκετά 
περιοριστικές που δεν ικανοποιούνται για το παράδειγµά µας. Η 
µεθοδολογία που παρουσιάζεται εδώ είναι πιο απαιτητική σε υπολογισµούς 
και βασίζεται στις ιδέες που παρουσίασαν οι Karlin και Taylor [49] για την 
επίλυση ενός απλού εργοδικού προβλήµατος2. Στην τέταρτη ενότητα 
επιλύεται το υφαιρετικό πρόβληµα το οποίο περιγράφεται από τις λεγόµενες 
qv-ανισότητες. Στην πέµπτη ενότητα γίνεται συγκριτική ανάλυση 
ευαισθησίας των βέλτιστων στρατηγικών όπως προκύπτουν µε τα δύο 
κριτήρια. Τα αποτελέσµατά µας υποδεικνύουν γραµµική εξάρτηση του 
κάτω ορίου του διαστήµατος ελέγχου σε σχέση µε τον υφαιρετικό ρυθµό. 
∆ιαπιστώνουµε επιπλέον σηµαντικές διαφορές στις βέλτιστες στρατηγικές 
που προκύπτουν µε υφαιρετικά ή εργοδικά κριτήρια. Το µέγεθός τους 
µεταβάλλεται µε τις παραµέτρους που ορίζουν τα χαρακτηριστικά της 
                                                 
2 Oι Karlin και Taylor εξέτασαν ένα πρόβληµα διαχείρισης ρευστών κεφαλαίων των 
οπoίων η εξέλιξη στο χρόνο θεωρήθηκε ότι περιγράφεται ικανοποιητικά από µία κίνηση 
Brown. To σχετικά απλό υπόβαθρο του προβλήµατος, τους επέτρεψε να διατυπώσουν 
αναλυτικές λύσεις για τα σύνορα του διαστήµατος ελέγχου και το σηµείο επαναφοράς στο 
εσωτερικό του διαστήµατος. Για  πιο σύνθετες στοχαστικές διαδικασίες –π.χ. γεωµετρική 
κίνηση Brown- η προσέγγιση που ακολούθησαν είναι πολύ απαιτητική σε υπολογισµούς 
και είναι αδύνατη η εύρεση αναλυτικών εκφράσεων για τις βέλτιστες στρατηγικές. Σε αυτό 
το κεφάλαιο χρησιµοποιούµε αριθµητικές µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποίησης. Εξ’ 
όσων γνωρίζουµε η παρούσα είναι η πρώτη προσπάθεια χρησιµοποίησης της µεθόδου των 
Karlin και Taylor για τη λύση ενός σύνθετου εργοδικού προβλήµατος. 
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αγοράς και του επενδυτή. Για τις τιµές του υφαιρετικού ρυθµού που 
εξετάζονται στην εφαρµογή, ο επενδυτής που υιοθετεί ένα εργοδικό 
κριτήριο ακολουθεί βέλτιστες στρατηγικές που παρουσιάζουν µικρότερη 
αποστροφή στον κίνδυνο.      
 
 
4.2 Μαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος 
 
Θεωρούµε έναν χώρο πιθανότητας (Ω, F, P), σχετιζόµενο µε µία 
µονοδιάστατη κίνηση Brown, W. H υπό έλεγχο µεταβλητή είναι το σύνολο 
των αβέβαιων επενδύσεων µίας εταιρείας ή ενός ιδιώτη, τα οποία υπό την 
απουσία επεµβάσεων θεωρούµε ότι περιγράφονται από µία γεωµετρική 
κίνηση Brown. Αν ληφθούν υπόψη οι ενδεχόµενες επεµβάσεις, οι αβέβαιες 
επενδύσεις, έστω X, περιγράφονται από την παρακάτω γενικευµένη 
εξίσωση Ito 
 

 ,       (4.2.1) { }∫ ∑∫
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=
<−++=

t

n
ntss

t

st n
IdWXdsXX

0 10

ξσµχ τ

 
όπου µ είναι µία µη αρνητική σταθερά που αντιπροσωπεύει τις 
αναµενόµενες αποδόσεις, το σ2 σχετίζεται µε τη µεταβλητότητα της 
στοχαστική διαδικασίας (όπου σ θετικό), το ξn αντιστοιχεί στο µέγεθος της  
nης επέµβασης και το χ αναπαριστά το αρχικό ποσό επένδυσης το οποίο 
είναι θετικό και για απλότητα το θεωρούµε ίσο µε το ποσό που έχει οριστεί 
ως στόχος από τον επενδυτή. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η αναµενόµενη 
τιµή του X(t) δίνεται από τη σχέση 
 
    )exp()( ttEX µχ= ,          (4.2.2) 
 
ενώ η διασπορά του είναι 
 
 ( )1)2exp()2exp()( 22 −= tttVarX σµχ        (4.2.3) 
 
και παρατηρούµε ότι ενώ η αναµενόµενη τιµή του X(t) στη σχέση (4.2.2) 
αυξάνει µε εκθετικό ρυθµό, η τυπική του απόκλιση (τετραγωνική ρίζα της 
4.2.3) αυξάνει ακόµα γρηγορότερα. 
       Για τον ορισµό του κριτηρίου βελτιστοποίησης και του κόστους 
συναλλαγής, θεωρούµε τις παρακάτω συναρτήσεις:  
 

   ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }02
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2201
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ξξ
γ

ξ IkKgIkKg       (4.2.4) 
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όπου το ξ αναπαριστά το µέγεθος παρέµβασης, τα K1 και K2 είναι θετικές 
σταθερές που αντιπροσωπεύουν  τα πάγια κόστη συναλλαγής (ανεξάρτητα 
από το µέγεθός της), το κ1 αντιπροσωπεύει αναλογικά κόστη για επαναφορά 
της επένδυσης από το σηµείο χ+ξ>χ στο χ και ισχύει k1=1-κ1, το κ2 
αντιπροσωπεύει αναλογικά κόστη για επαναφορά της επένδυσης από το  
χ+ξ<χ στο χ και ισχύει k2=1+κ2, και ( ]1,0, 21 ∈γγ . Μέσω της (4.2.4) έχουµε 
διαφορετικές συναρτήσεις ωφέλειας για τις αποταµιεύσεις και τις επιπλέον 
επενδύσεις και διαφορετικά κόστη ανάλογα µε τη µορφή παρέµβασης στην 
επένδυση. Παρόµοια κριτήρια διατυπώθηκαν από τους Cadenillas κ.α. [21, 
22] για ένα πρόβληµα βέλτιστης διανοµής µερίσµατος. Λόγω της ύπαρξης 
πάγιου κόστους ανά συναλλαγή αρκεί να θεωρήσουµε στρατηγικές της 
µορφής ({ nn )}ξτ , , όπου τn ο χρόνος που πραγµατοποιείται η n-ή συναλλαγή 
και  ξn το µέγεθός της.  Τα ζεύγη ( ){ }nn ξτ ,  πρέπει να ικανοποιούν κάποιες 
τεχνικές προϋποθέσεις: τα τn είναι stopping times, τn< τn+1, ∞→nτ  για 

, και τα ξ∞→n n  είναι -µετρήσιµα. 
n

Fτ

       Για να διατυπώσουµε το εργοδικό πρόβληµα θεωρούµε U και L 
σταθερές, µε ∞<<<∞− UL , και θέτουµε sTsT =)(  να συµβολίζει τη 
χρονική στιγµή που η στοχαστική διαδικασία Χ φτάνει στο σηµείο s. 
Συµβολίζουµε επίσης ως: 
  
                              (4.2.5) { } )()()(),(min,

* LTUTLTUTTT LU ∧===
 
την πρώτη χρονική στιγµή που η στοχαστική διαδικασία που αντιστοιχεί 
στο ποσό της επένδυσης φτάνει στο U ή στο L και ορίζουµε τις παρακάτω 
ποσότητες για τη X: 
 
 { xXLTUTxv =<= )0()()(Pr)(1 } UxL << ,                   (4.2.6) 
 
είναι η πιθανότητα η διαδικασία να φτάσει το U πριν το L ξεκινώντας από 
το x, και 
 
 [ ]xXTExv == )0()( *

2 ,  UxL << ,      (4.2.7) 
 
είναι ο µέσος χρόνος να φτάσει στο U ή στο L ξεκινώντας από το x. Τώρα 
µπορούµε να διατυπώσουµε το εργοδικό πρόβληµα ως εξής:  
 
Πρόβληµα 4.2.1 Ο επενδυτής επιθυµεί να µεγιστοποιήσει τα κέρδη του ανά 
µονάδα χρόνου. Πιο συγκεκριµένα, ο επενδυτής επιθυµεί να βρει το 
βέλτιστο ζεύγος (T, ξ), που µεγιστοποιεί την παρακάτω παράσταση: 
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ULfULzTJ ==         (4.2.8) 

 
µε τον αριθµητή στην (4.2.8) να ορίζεται ως 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )χχχχχ −−+−= LgvUgvULf 2111 1,, .      (4.2.9) 
 
Θεωρούµε έναν επενδυτικό κύκλο ο οποίος ξεκινά από το χ και τελειώνει τη 
στιγµή που το ποσό επένδυσης επιστρέφει στο χ είτε από το U είτε από το 
L. Ο αριθµητής σταθµίζει τα αναµενόµενα κέρδη και τις αναµενόµενες 
απώλειες -όπως αυτά εκφράζονται µέσω των συναρτήσεων ωφέλειας στην 
(4.2.4)- µε τις πιθανότητες η επένδυση να φτάσει πρώτα στο άνω ή στο 
κάτω όριο του διαστήµατος ελέγχου κατά τη διάρκεια ενός επενδυτικού 
κύκλου. Ο παρανοµαστής εκφράζει την αναµενόµενη διάρκεια ενός 
επενδυτικού κύκλου.  
 
Στη συνέχεια διατυπώνουµε το αντίστοιχο υφαιρετικό πρόβληµα. 
  
Πρόβληµα 4.2.2 Ο επενδυτής επιθυµεί να µεγιστοποιήσει τα καθαρά κέρδη 
του σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. Πιο συγκεκριµένα ο επενδυτής 
επιθυµεί να βρει το βέλτιστο ζεύγος (T, ξ) που µεγιστοποιεί το 
συναρτησοειδές J2 το οποίο ορίζεται ως: 
 

            (4.2.10) ( ) ( ) { } ( ) { }( ) { }
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όπου το λ αντιπροσωπεύει τον υφαιρετικό ρυθµό και τα  ορίζονται 
στην (4.2.4). 

21, gg

 
           
 
4.3 Λύση του εργοδικού προβλήµατος 
 
Για τη λύση του προβλήµατος (4.2.1) χρησιµοποιούµε µεθόδους 
στοχαστικού λογισµού όπως παρουσιάζονται στους Karlin και Taylor, [49] 
και Borodin και Salminen, [14]. Όπως και σε προβλήµατα στοχαστικού 
ελέγχου µε υφαιρετικά κριτήρια βελτιστοποίησης, η εύρεση βέλτιστων 
στρατηγικών επαφίεται τελικά στη λύση ενός συστήµατος µη γραµµικών 
εξισώσεων. ∆υστυχώς οι εξισώσεις που προκύπτουν στην περίπτωσή µας 
είναι σηµαντικά πιο σύνθετες σε σχέση µε αυτές που έχουν παρουσιαστεί 
στη βιβλιογραφία. Παρ’ όλα αυτά, η διατύπωσή τους είναι εφικτή µε χρήση 
λογισµικού που πραγµατοποιεί συµβολικούς υπολογισµούς (εδώ 
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χρησιµοποιήθηκε το Symbolic Math Toolbox της MATLAB) και να βρει τη 
λύση τους µέσω λογισµικού που εφαρµόζει αλγορίθµους τύπου Newton-
Raphson.  
        Για τον υπολογισµό του αριθµητή και του παρανοµαστή στην (4.2.8) 
επισηµαίνουµε ότι τα v1 και v2 στις (4.2.6) και (4.2.7) πρέπει να ικανοποιούν 
τις παρακάτω συνήθεις διαφορικές εξισώσεις:  
 

0
2 2

1
222

1 =+
dx

vdx
dx
dvx σµ  για UxL << , 1)(,0)( 11 == UvLv ;          

    (4.3.1) 
και 

1
2 2

2
222

2 −=+
dx

vdx
dx
dvx σµ  για UxL << , 0)()( 22 == UvLv .                     

    (4.3.2) 
Για τη διατύπωση των λύσεων στις παραπάνω εξισώσεις θεωρούµε τη 
συνάρτηση κλίµακας για τη στοχαστική διαδικασία X η οποία ορίζεται ως 
 

 ,                                                                 (4.3.3) ∫=
x

dttsxS )()(

όπου 
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x
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t
xs 2

2exp)(
σ
µ .                                          (4.3.4) 

 
Ορίζουµε επίσης την παρακάτω συνάρτηση που θα φανεί χρήσιµη σε 
επόµενα βήµατα 
 

 
)(

1)( 22 xsx
xm

σ
= .                                                                      (4.3.5) 

 
Με χρήση των παραπάνω σχέσεων η λύση της (4.3.1) διατυπώνεται ως  
 

 
)()(
)()()(1 LSUS

LSxSxv
−
−

=   for UxL ≤≤ ,                  (4.3.6) 

 
και η λύση της (4.3.2) διατυπώνεται όπως φαίνεται στην (4.3.7) 
 

[ ] [ ] [ ]{ }∫∫ −−+−=
x

L

U

x
dttmLStSxvdttmtSUSxvxv )()()()(1)()()()(2)( 112 .            

    (4.3.7)      
                                                                                                                                     
Για τη γεωµετρική κίνηση Brown (4.2.1) οι (4.3.3) και (4.5.5) 
διατυπώνονται ως: 
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όπου 
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      Με χρήση των παραπάνω βρίσκουµε τα αναµενόµενα κέρδη κατά τη 
διάρκεια ενός επενδυτικού κύκλου αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.3.6) και 
(4.3.8) στην (4.2.9). Τα αναµενόµενα κέρδη αποτελούνται από δύο 
συνθετικά: το κέρδος U-χ (εκφρασµένο µέσω της συνάρτησης ωφέλειας g1), 
σταθµισµένο µε την πιθανότητα η X να φτάσει πρώτα στο U και όχι στο L 
ξεκινώντας από το χ, και το κόστος χ-L (εκφρασµένο µέσω της συνάρτησης 
ωφέλειας g2) σταθµισµένο µε την πιθανότητα η X να φτάσει πρώτα στο L 
ξεκινώντας από το χ. Για τον αναµενόµενο χρόνο ενός επενδυτικού κύκλου, 
χρησιµοποιώντας τις (4.3.7)-(4.3.10), παίρνουµε την παρακάτω έκφραση: 
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(4.3.11) 

       Για την εύρεση του ζεύγους (L,U)  που µεγιστοποιεί την παράσταση (4. 
2.8), χρησιµοποιώντας κλασσικές µεθόδους, πρέπει να υπολογιστούν οι 
παράγωγοι της z, να βρεθούν τα ζεύγη (L,U) που κάνουν αυτό το σύστηµα 
µη γραµµικών εξισώσεων να µηδενίζεται και να επιλεχτούν ως πιθανές 
λύσεις τα ζεύγη για τα οποία η Εσσιανή του συστήµατος είναι αρνητικά 
ορισµένη3. Οι εκφράσεις για τις δεύτερες παραγώγους του συστήµατος είναι 
ιδιαίτερα µεγάλες και δεν τις παρουσιάζουµε εδώ. Οι πρώτες παράγωγοι της 
z στην (4.2.8) σε σχέση µε τα  U και L διατυπώνονται ως εξής: 
 

5

4321

A
AAAA

dU
dz −

=                                                                   (4.3.12) 

και 

 
5

4321

A
AAAA

dL
dz ′′−′

=         (4.3.13) 

                                                 
3 Εναλλακτικά µπορούν να χρησιµοποιηθούν αλγόριθµοι µη γραµµικής βελτιστοποίησης 
που δεν υπολογίζουν παραγώγους. Ακολουθούµε αυτή τη µέθοδο σε ένα παρόµοιο 
πρόβληµα στο επόµενο κεφάλαιο. 
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( ) ( ) ( )( )LxgxvxUgxvA −−+−= 21112 )(1)(                             (4.3.16) 
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( ) ( )( ) 22222
6 )log()log()log()log(2 σσσµ aa UxxUxUxUA −− +−−−−=

              (4.3.22) 
 

( )( ) ( )( )( ) 22222
7 )log(log)log(log2 σσσµ aa LxLxLxxLA −− −−−−−= .       

  (4.3.23) 
 
Οι παράγωγοι σχηµατίζουν ένα σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων που 
µπορούν να λυθούν µε αλγορίθµους αριθµητικής προσέγγισης τύπου 
Newton-Raphson. Παρουσιάζουµε αποτελέσµατα µε χρήση τέτοιων 
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αλγορίθµων στην πέµπτη ενότητα. Η µέθοδος αυτής της ενότητας είναι 
απαιτητική όσον αφορά το πλήθος των υπολογισµών, µπορεί όµως µε 
εύκολο τρόπο να χειριστεί προβλήµατα µε περιορισµούς (π.χ. µε χρήση 
πολλαπλασιαστών Lagrange). 
 
 
4.4  Λύση του υφαιρετικού προβλήµατος  
 
Σε αυτή την ενότητα το πρόβληµα στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές 
προσαρµογές διατυπώνεται ως ένα σύστηµα qv-ανισοτήτων, παρόµοια µε 
την εργασία των Cadenillas κ.α. [21]. 
 
Αποδεκτές στρατηγικές 
Για να µεγιστοποιήσουµε το συναρτησοειδές J2 στο πρόβληµα 4.2.2 πρέπει 
να θεωρήσουµε µόνο τις στρατηγικές για τις οποίες το J2 είναι καλά 
ορισµένο και πεπερασµένο. Για να ισχύει ότι η παράσταση 
 

( ) { } ( ) { }( { }







−+ ∞<

∞

=
<>

−∑ nnn

n IIgIgeE
n

nnx τξξ
λτ ξξ

1
0201 )       (4.4.1)           

 
είναι καλώς ορισµένη και πεπερασµένη πρέπει να ισχύει  
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Για την ανισότητα στο αριστερό µέρος µας αρκεί να ισχύει 
  
 [ ) { } 0lim:,0 =≤∞∈∀

∞→
TPT nn

τ .        (4.4.3) 

 
Για να πάρουµε την ανισότητα στο δεξί µέρος της (4.4.2) πρέπει να ισχύει 
  
 ( )[ ] 0lim =+−

∞→
TXeE T

T

λ            (4.4.4) 

και 

 .          (4.4.5) ∞<
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Οι τελευταίες δύο συνθήκες συνεπάγονται από τον τύπο της ολοκλήρωσης 
κατά µέρη (ενότητα VI.38, Rogers και Williams [79]). Με βάση αυτήν για 
κάθε ∞<≤< ts0 , ισχύει 
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    (4.4.6) 
Ορισµός 4.4.1 [Αποδεκτοί έλεγχοι]. Θα λέµε ότι ένας έλεγχος είναι 
αποδεκτός αν ικανοποιεί τις συνθήκες (4.4.3)-(4.4.5) και θα συµβολίζουµε 
µε  A(x) την κλάση των αποδεκτών ελέγχων. 
 
Η συνάρτηση αξίας 
Συµβολίζουµε µε V τη συνάρτηση αξίας. ∆ηλαδή,  για κάθε ( )∞∈ ,0x ,  
 
 ( ) ( ){ )(,;,;sup:)( 2 xTTxJxV }Α∈= ξξ .   (4.4.7) 
 
Για µία συνάρτηση [ ) ℜ→∞,0:φ ορίζουµε τον τελεστή µέγιστης ωφέλειας 
M ως 
 

{ } { } ( ){ }∞∈−ℜ∈−++−= <> ,0,:)()()(sup:)( 0201 ξξξξξφφ ξξ xIgIgxxM .    (4.4.8) 
 
Το MV(x) αντιπροσωπεύει την αξία της στρατηγικής κατά την οποία 
επιλέγεται η βέλτιστη άµεση επέµβαση (χωρίς να είναι αναγκαστικά 
απαραίτητη), ενώ στη συνέχεια επιλέγονται βέλτιστα οι χρόνοι και το 
µέγεθος των επόµενων παρεµβάσεων. Θεωρούµε ακόµα το διαφορικό 
τελεστή  που ορίζεται ως ℑ
 

 )()()(
2
1:)( 2

2
22 x

dx
xdx

dx
xdxx λψψµψσψ −+=ℑ .                        (4.4.9)   

 
Βασιζόµαστε στα παραπάνω για την εύρεση της συνάρτησης αξίας και της 
βέλτιστης στρατηγικής. 
       Υποθέτουµε ότι για κάθε αρχική επένδυση υπάρχει µία βέλτιστη 
στρατηγική. Τότε, αν η διαδικασία ξεκινά από το x και ακολουθεί τη 
βέλτιστη στρατηγική η αναµενόµενη ωφέλεια είναι V(x). Εναλλακτικά, αν η 
διαδικασία ξεκινά απ’ το x, κάνει τη βέλτιστη άµεση επέµβαση και στη 
συνέχεια ακολουθεί τη βέλτιστη στρατηγική, η αναµενόµενη ωφέλεια είναι 
MV(x). Εφόσον η πρώτη στρατηγική είναι βέλτιστη η αναµενόµενη ωφέλεια 
που αντιστοιχεί σε αυτή είναι µεγαλύτερη ή ίση από την αναµενόµενη 
ωφέλεια που σχετίζεται µε τη δεύτερη στρατηγική. Επιπλέον, στην 
περίπτωση ισότητας, ο βέλτιστος έλεγχος είναι η αναπροσαρµογή της 
επένδυσης. Έτσι, , µε ισότητα όταν είναι βέλτιστη η 
επαναφορά της επένδυσης στο επίπεδο-στόχο. Στην περιοχή όπου δεν 
επεµβαίνουµε στην επένδυση πρέπει να ισχύει 0

)()( xMVxV ≥

)( =ℑ xV  (από µία 
ευριστική εφαρµογή της αρχής δυανµικού προγραµµατισµού στο πρόβληµα 
που εξετάζουµε). Οι παραπάνω διαισθητικές παρατηρήσεις µπορούν να 
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εφαρµοστούν για την εύρεση της συνάρτησης αξίας. Τις αξιοποιούµε 
χρησιµοποιώντας µαθηµατικό φορµαλισµό στους δύο επόµενους ορισµούς 
και το επόµενο θεώρηµα.  
 
Ορισµός 4.4.2 (qv-ανισότητες) Θα λέµε ότι µία συνάρτηση  
ικανοποιεί τις qv-ανισότητες για το πρόβληµα 4.2.2 αν για κάθε  
ισχύει: 

( ) ℜ→∞,0:v
( )∞∈ ,0x

 
 0)( ≤ℑ xv ,         (4.4.10)  
 
  ,         (4.4.11) )()( xMvxv ≥
 
 ( )( 0)()()( ) =ℑ− xvxMvxv        (4.4.12) 
 
Ανισότητες τέτοιου είδους εξετάστηκαν, µεταξύ άλλων, από τους 
Bensoussan και Lions [9], Perthame [73, 74] και Baccarin [5] αλλά το 
θεωρητικό υπόβαθρο που αναπτύχθηκε στις παραπάνω εργασίες δεν µπορεί 
να εφαρµοστεί απευθείας στις ανισότητες (4.4.10)-(4.4.12).  
        Μία λύση v των qv-ανισοτήτων χωρίζει το διάστηµα ( )∞,0  σε δύο 
περιοχές. Η πρώτη είναι η περιοχή που δεν γίνονται επεµβάσεις στην 
επένδυση και περιγράφεται ως: 
  
 ( ){ }0)()()(:,0: =ℑ>∞∈= xvxMvxvxC και .            
 
Ενώ στη δεύτερη περιοχή είναι βέλτιστη η επέµβαση του επενδυτή (και η 
διόρθωση του ποσού της επένδυσής του), και περιγράφεται ως: 
 
 ( ){ }0)()()(:,0: <ℑ=∞∈=Σ xvxMvxvx και . 
 
Από τη λύση των qv-ανισοτήτων  µπορούµε να κατασκευάσουµε τον 
παρακάτω στοχαστικό έλεγχο µε διακριτές προσαρµογές.  
 
Ορισµός 4.4.3 Έστω v µία λύση των qv-ανισοτήτων. Καλούµε τον  
παρακάτω στοχαστικό έλεγχο  
 
 ( ) ( ),......,,,...;,...,,, 2121

v
n

vvv
n

vvvvT ξξξτττξ =  
 
qv-έλεγχο σχετιζόµενο µε τη v (εφόσον υπάρχει): 
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( ) ( ){ }
( ) { } { } ( ){ }∞∈−ℜ∈++−=

=≥=

<> ,0)(,:)()()(suparg:

)()(:0inf:

1020111

1

ξτξξξξτξ

τ

ξξ
vvvvv

vvv

XIgIgXv

tXMvtXvt

 
και για κάθε : 2≥n

 
( ) ( ){ }

( ) { } { } ( ){ }∞∈−ℜ∈−++−=

=≥=

<>

−

,0)(,:)()()(suparg:

)()(:inf:

0201

1

ξτξξξξτξ

ττ

ξξ
v
n

vv
n

vv
n

vvv
n

v
n

XIgIgXv

tXMvtXvt

 
όπου  και . 0:0 =vτ 0:0 =vξ

 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω ο επενδυτής επεµβαίνει όταν τα v και Mv 
ταυτίζονται και το µέγεθος των επεµβάσεών του αντιστοιχεί στη λύση ενός 
προβλήµατος βελτιστοποίησης για το Mv(x).  
        Ο Korn [53] διατύπωσε µία αναγκαία και ικανή συνθήκη για 
προβλήµατα στοχαστικού ελέγχου µε διακριτές προσαρµογές και την 
εφάρµοσε σε µία σειρά παραδειγµάτων. Σε κάθε παράδειγµα έδειξε ότι ένας 
αποδεκτός έλεγχος ικανοποιεί την επαρκή συνθήκη και είναι εποµένως 
βέλτιστος. Η παρακάτω εκδοχή του θεωρήµατος 3.2 του Korn [53] είναι 
κατάλληλη για την εφαρµογή που εξετάζουµε σε αυτό το κεφάλαιο. 
  
Θεώρηµα 4.4.1 Έστω [ )( )ℜ∞∈ ;,01Cv  µία λύση των qv-ανισοτήτων και 
έστω ( )∞∈ ,0,ba  τέτοια ώστε [ ) { }( )ℜ−∞ ;,bav .∈ ,02C  Έστω επίσης ότι για 
κάθε a  ισχύει: y ≥
 
 ,                  (4.4.13) ( ) 1

11)( γχλµ −+= xxv
 
και για κάθε  abx <≤<0
 
 ,                                                           (4.4.14) ( 2

22)( γχλµ xxv −−= )
 
όπου ,, 21 ℜ∈µµ  και ( )∞∈ ,0, 21 λλ .Τότε, για κάθε ( )∞∈ ,0x : 
 
 )()( xvxV ≤ .         (4.4.15) 
 
Επιπλέον, αν ο qv-έλεγχος ( )vvT ξ,  που αντιστοιχεί στη v είναι αποδεκτός, 
τότε είναι βέλτιστος και για κάθε ( )∞∈ ,0x  ισχύει: 
 
 ( )vvTxJxvxV ξ,;)()( 2== .       (4.4.16) 
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Απόδειξη.  Παρουσιάζεται στο παράρτηµα Α1.  
 
Λύση των qv-ανισοτήτων 
Συµπεραίνουµε ότι υπάρχει µία βέλτιστη λύση ( )ξ,T  που χαρακτηρίζεται 
από δύο παραµέτρους L, U µε ∞<<<< UL χ0  τέτοιες ώστε η βέλτιστη 
στρατηγική είναι η παραµονή στο διάστηµα [ ]U,L  και η µετάβαση στο χ 
όταν η στοχαστική διαδικασία βρεθεί στα άκρα του διαστήµατος. 
Συµπεραίνουµε ότι για κάθε Ν∈i : 
 
 ( ){ ULXt tii ,:inf 1 }∉>= −ττ        (4.4.17) 
και 
 ( )LXUXi iiii

IIXX == +=+=
+ ττ

χξττ .      (4.4.18) 

 
Έτσι, η συνάρτηση αξίας θα ικανοποιεί, 
 

 [ ) ( )[ ] 1
1

1
1

1)()(:, γχ
γ

χ −+−=∞∈∀ xkKvxVUx     (4.4.19) 

και 

 ( ] ( )[ ] 2
2

2
2

1)()(:,0 γχ
γ

χ xkKvxVLx −−−=∈∀ .    (4.4.20) 

 
Για να είναι η V παραγωγίσιµη στα { }UL, , από τις (4.4.19), (4.4.20) 
παίρνουµε τις παρακάτω σχέσεις: 
 
                    (4.4.21) ( ) ( ) 1

1
11 −−=′ γγ χUkUV

και 
  .       (4.4.22) ( ) ( ) 1

2
22 −−=′ γγ χ LkLV

 
Συµπεραίνουµε επίσης ότι το διάστηµα στο οποίο δε λαµβάνει χώρα 
κάποιος έλεγχος είναι το ( , και ισχύει:  )UL,
 

 [ ] 0)()()(
2
1)(:, 2

2
22 =−+=ℑ∈∀ xv

dx
xdvx

dx
xvdxxvULx λµσ . (4.4.23) 

 
Εφαρµόζοντας µεθόδους επίλυσης για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις 
παίρνουµε τη γενική λύση της (4.4.23) η οποία δίνεται από την παρακάτω 
σχέση: 
 
                    (4.4.24) 21

21)( aa xCxCxv +=
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µε C1,C2 άγνωστες σταθερές και  
  

 ( )
2

2/124222

2,1 2
8442

σ
λσσµσµσµ ++−±+−

−=a .    (4.4.25) 

 
Συµπερασµατικά, η λύση του προβλήµατος στοχαστικού ελέγχου µε 
διακριτές προσαρµογές περιγράφεται από τις σχέσεις (4.4.17)-(4.4.18) και 
οι τέσσερις άγνωστοι L, U, C1, C2 αποτελούν λύση του παρακάτω 
συστήµατος µη γραµµικών εξισώσεων: 
 

 ( 11
1

1
1

1)()( γγ χ
γ

χ −+−= UkKhUh )       (4.4.26) 

 

 ( 22
2

2
2

1)()( γγ χ
γ

χ LkKhLh −−−= )       (4.4.27) 

 
          (4.4.28) ( ) ( ) 1

1
11 −−=′ γγ χUkUh

 
  .       (4.4.29) ( ) ( ) 1

2
22 −−=′ γγ χ LkLh

όπου 
 .                   (4.4.30) 21

21)( aa xCxCxh +=
 
Τα παραπάνω διατυπώνονται µε περισσότερη µαθηµατική αυστηρότητα στο 
παρακάτω θεώρηµα. 
  
Θεώρηµα 4.4.2. Έστω L, U µε ∞<<< UxL  να αποτελούν λύση του 
συστήµατος (4.4.26)-(4.4.29). Ορίζουµε τη συνάρτηση ( ) ℜ→∞,0:V  ως: 
 

 

( )

( )
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:)(     (4.4.31) 

 
Αν για κάθε  x>U ισχύει 
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 01
2
1 1

1
1111

1

1
1

1
1

2
11

22 <







−+−−−+−− −− γ

γ
γγγγ χ

γ
χλχµχγσ xkKhxxkxkx  

  (4.4.32) 
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για κάθε  x<L ισχύει 
         

( )( ) ( ) ( ) ( ) 01
2
1 2

2
2222

2

2
2

1
2

2
22

22 <







−−−−−−−− −− γ

γ
γγγγ χ

γ
χλχµχγσ xkKhxxkxkx ,  

  (4.4.33) 
εφόσον επίσης η συνάρτηση [ ] ℜ→Φ Ux ,: χ  που ορίζεται ως 
 

( ) 1
1

1

1
1)(:)( γ

γ

χ χ
γ

−−+=Φ xkKxhx                  (4.4.34)  

 
είναι αύξουσα στο διάστηµα [χ,U], και η συνάρτηση [ ] ℜ→Ψ χχ ,: L που 
ορίζεται ως 
 

( ) 2
2

2

2
2)(:)( γ

γ

χ χ
γ

xkKxhx −++=Ψ                                            (4.4.35) 

 
είναι φθίνουσα στο διάστηµα [L, χ]  τότε η v είναι η συνάρτηση αξίας του 
προβλήµατος 4.2.2. ∆ηλαδή,  
 
 ( ) ( ){ })(,;,;sup)()( 2 xTTxJxVxv Α∈== ξξ   
 
και η βέλτιστη στρατηγική δίνεται από τις (4.4.17), (4.4.18). 
 
Απόδειξη. Παρουσιάζεται στο παράρτηµα Α2. 
 
 
 
4.5  Εφαρµογή 
 
Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουµε την αριθµητική επίλυση των 
προβληµάτων στοχαστικού ελέγχου που εξετάστηκαν στις δύο 
προηγούµενες ενότητες. Για το εργοδικό πρόβληµα της τρίτης ενότητας, 
πρέπει αρχικά να βρεθούν οι λύσεις στο σύστηµα των µη γραµµικών 
εξισώσεων που αντιπροσωπεύουν τις παραγώγους της συνάρτησης  z στην 
(4.2.8) ως προς τα L και U. Αυτό επιτυγχάνεται µέσω της εφαρµογής ενός 
αλγορίθµου Newton-Raphson για διαφορετικές αρχικές τιµές. Τα ζεύγη (L, 
U) τα οποία επιλύουν το σύστηµα είναι τοπικά µέγιστα, εφόσον η Εσσιανή 
του συστήµατος σε αυτά τα σηµεία είναι αρνητικά ορισµένη. Στην πράξη η 
διαδικασία εύρεση καθολικού µέγιστου καθοδηγείται από ένα τρισδιάστατο 
γράφηµα της  z σαν αυτό που φαίνεται παρακάτω. 
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       Για το υφαιρετικό πρόβληµα της τέταρτης ενότητας παρουσιάζονται 
λύσεις στο σύστηµα των µη γραµµικών εξισώσεων (4.4.26)-(4.4.29) για τις 
τέσσερις άγνωστες παραµέτρους: τα άκρα του διαστήµατος ελέγχου L και U 
και τις δύο σταθερές C1 and C2 της σχέσης (4.4.23) που χαρακτηρίζουν την 
εξέλιξη της συνάρτησης αξίας µέσα στο διάστηµα ελέγχου. Πρέπει να 
επισηµανθεί ότι και τα δύο µη γραµµικά προβλήµατα είναι σύνθετα και η 
σύγκλιση των αριθµητικών σχηµάτων εξαρτάται από τις αρχικές τιµές που 
παρέχονται στους αλγορίθµους. Για την πραγµατοποίηση της ανάλυσης 
ευαισθησίας βρέθηκαν πρώτα αρχικές τιµές για ένα βασικό πρόβληµα και 
στη συνέχεια για κάθε µικρή µεταβολή των παραµέτρων του προβλήµατος, 
εισαγάγαµε ως αρχικές τιµές τα αποτελέσµατα της προηγούµενης 
εκτέλεσης. Οι κατάλληλοι κώδικες έχουν γραφτεί σε MATLAB. 
 
Ένα παράδειγµα  
Θεωρούµε αρχικά τα παρακάτω δεδοµένα σχετικά µε τα χαρακτηριστικά 
της αγοράς και του επενδυτή: 
 

9.0
05.0

8.0
05.0

10
01.0

1.1
2.0

95.0
1.0

2

2

1

1

21 =
=

=
=

=
=

=
=

=
=

γγχ
λσµ KK

kk
 

 
Για το εργοδικό πρόβληµα βρίσκουµε ως πιθανές λύσεις τα ζεύγη (9.0796, 
10.1348) και (6.4081, 16.3629). Ο υπολογισµός της Εσσιανής στα 
παραπάνω σηµεία υποδεικνύει ότι το πρώτο ζεύγος αντιστοιχεί στο 
καθολικό µέγιστο ενώ το δεύτερο ζεύγος σε ένα σαγµατικό σηµείο. Τα 
παραπάνω φαίνονται στο τρισδιάστατο γράφηµα της z (γράφηµα 4.1).  
 

 

Γράφηµα 4.1 Τρισδιάστατες όψεις της συνάρτησης z της (4.2.8) για τις 
παραµέτρους του βασικού παραδείγµατος. 

Για το υφαιρετικό πρόβληµα βρίσκουµε επίσης δύο πιθανές λύσεις: 
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U=10.1338    L= 9.0116 C1=157.2394  C2=534.1197 

και 

U=19.2442 L= 4.8551 C1=52.4051 C2=45.9706. 

Όµως, µόνο η πρώτη τετράδα ικανοποιεί τις συνθήκες (4.4.32)-(4.4.35). Και 
για τα δύο προβλήµατα τα σφάλµατα είναι της τάξης του 10-8. 
Παρατηρούµε ότι για τον υφαιρετικό ρυθµό του συγκεκριµένου 
παραδείγµατος ο επενδυτής που υιοθετεί το υφαιρετικό κριτήριο επεµβαίνει 
νωρίτερα (αργότερα) σε σχέση µε αυτόν που υιοθετεί το εργοδικό κριτήριο 
σε ότι αφορά το δεξί (αριστερό) άκρο του διαστήµατος ελέγχου στο οποίο 
ανήκει το χ. Η πιθανότητα να φτάσει πρώτα στο U  (και να αποταµιεύσει U- 
χ) αυτός που υιοθετεί το υφαιρετικό κριτήριο είναι 0.9089 ενώ η αντίστοιχη 
πιθανότητα είναι 0.9004 για κάποιον που υιοθετεί το εργοδικό κριτήριο. 
∆ηλαδή για το συγκεκριµένο υφαιρετικό ρυθµό, ο επενδυτής που επιλέγει 
το εργοδικό κριτήριο επιδεικνύει µικρότερη αποστροφή στον κίνδυνο.  

Ανάλυση Ευαισθησίας 

Για την ανάλυση ευαισθησίας χρησιµοποιήθηκαν ως αρχικές τιµές για τις 
παραµέτρους που χαρακτηρίζουν την αγορά και τον επενδυτή, αυτές που 
παρουσιάστηκαν στο προηγούµενο παράδειγµα. Κάθε παράµετρος 
µεταβαλλόταν ξεχωριστά ώστε να γίνει κατανοητή η ευαισθησία των 
βέλτιστων στρατηγικών σε σχέση µε τις παραµέτρους του µοντέλου. Ο 
πίνακας 4.1 παρουσιάζει τα διαστήµατα ελέγχου για µεταβαλλόµενο 
υφαιρετικό ρυθµό για δύο τιµές της παραµέτρου διασποράς σ. Και στις δύο 
περιπτώσεις τα άνω όρια του διαστήµατος ελέγχου φαίνονται να µην 
επηρεάζονται ιδιαίτερα από τις αλλαγές στον υφαιρετικό ρυθµό. Αντίθετα 
τα κάτω όρια εξαρτώνται γραµµικά από τον υφαιρετικό ρυθµό. Πράγµατι, 
για 2.0=σ  παίρνουµε τέλεια εφαρµογή (ο συντελεστής R2 καλής 
εφαρµογής της παλινδρόµησης ισούται µε ένα) από την ευθεία 
παλινδρόµησης λ⋅−= 234.0014.9L , ενώ για 3.0=σ  η ευθεία 
παλινδρόµησης που εφαρµόζει ακριβώς στα δεδοµένα εκφράζεται ως: 

λ⋅− 0968.8= 126.L . Συνεπώς, για αυξανόµενα επίπεδα µεταβλητότητας 
της στοχαστικής διαδικασίας, τα διαστήµατα ελέγχου γίνονται λιγότερο 
ευαίσθητα στις αλλαγές του υφαιρετικού ρυθµού. Όπως φθίνει ο ρυθµός 
υφαίρεσης τα διαστήµατα ελέγχου του υφαιρετικού προβλήµατος τείνουν 
να πλησιάσουν αυτά που προκύπτουν από το εργοδικό πρόβληµα.  
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Πίνακας 4.1 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το υφαιρετικό πρόβληµα για 
µεταβαλλόµενο υφαιρετικό ρυθµό για δύο επίπεδα µεταβλητότητας της 

στοχαστικής διαδικασίας. 
λ  2.0=σL 2.0=σU 3.0=σL 3.0=σU  

0.005 9.0127 10.1338 8.9671 10.1332 
0.010 9.0116 10.1338 8.9664 10.1332 
0.015 9.0104 10.1338 8.9658 10.1332 
0.020 9.0093 10.1337 8.9652 10.1332 
0.025 9.0081 10.1337 8.9646 10.1332 
0.030 9.0069 10.1337 8.9639 10.1332 
0.035 9.0057 10.1337 8.9633 10.1332 
0.040 9.0046 10.1337 8.9627 10.1332 
0.045 9.0034 10.1337 8.9620 10.1332 
0.050 9.0022 10.1336 8.9614 10.1331 

        Η ευαισθησία των διαστηµάτων ελέγχου σε σχέση µε τις παραµέτρους 
που χαρακτηρίζουν τα κόστη φαίνεται στους πίνακες 4.2 και 4.3. Εδώ 
επαληθεύεται η προφανής διαίσθηση: ο επενδυτής αναπροσαρµόζει την 
επένδυσή του πιο συχνά για χαµηλές τιµές του κόστους συναλλαγής. 
Παρατηρούµε επίσης ότι τα διαστήµατα ελέγχου για το υφαιρετικό και το 
εργοδικό πρόβληµα διαφέρουν περισσότερο όσο αυξάνουν τα κόστη 
συναλλαγής µε τα κάτω όρια να διαφέρουν περισσότερο από τα πάνω. Τα 
αποτελέσµατα της ανάλυσης ευαισθησίας σε σχέση µε τις παραµέτρους 1γ  
και 2γ  παρουσιάζεται στους πίνακες 4.4 και 4.5. Όπως αυξάνει το 1γ , οι 
αποταµιεύσεις γίνονται πιο σηµαντικές για τον επενδυτή. Ως εκ τούτου τα 
άνω όρια ελέγχου αυξάνουν και τα κάτω όρια φθίνουν (γράφηµα 4.2). 
Επιπλέον, οι διαφορές µεταξύ των στρατηγικών που προκύπτουν από τα 
δύο κριτήρια βελτιστοποίησης αυξάνουν όσο το 1γ αυξάνει. Όπως φαίνεται 
στους πίνακες 4.4 και 4.5 τα αντίθετα ισχύουν για αυξανόµενες τιµές του 

2γ . Χρησιµοποιώντας µεθόδους στατιστικής παλινδρόµησης βρήκαµε ότι η 
καµπύλες (που εφαρµόζουν τέλεια στα δεδοµένα) που περιγράφουν τη 
µεταβολή των άκρων των διαστηµάτων ελέγχου είναι πολυώνυµα τρίτου 
βαθµού. Για  1γ , 2γ  που µεταβάλλονται από 0.8 ως 0.9 τα πολυώνυµα 
έχουν την παρακάτω µορφή. 
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      Στους πίνακες 4.6-4.8 εξετάζεται η ευαισθησία σε σχέση µε τη 
µεταβλητότητα, την αναµενόµενη απόδοση και το στοχευόµενο επίπεδο της 
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επένδυσης αντίστοιχα. Όπως αυξάνει η µεταβλητότητα το κάτω άκρο του 
διαστήµατος ελέγχου φθίνει και το ίδιο συµβαίνει για το άνω άκρο. Από την 
άλλη πλευρά, και τα δύο άκρα αυξάνουν όσο αυξάνουν τα  µ και χ και η 
διαφορά µεταξύ εργοδικών / υφαιρετικών στρατηγικών αυξάνει όσο 
αυξάνει το µ. Όπως και προηγουµένως, τα διαστήµατα ελέγχου µπορούν να 
εκφραστούν ως ευθείες παλινδρόµησης. Για το εύρος των τιµών του µ  που 
θεωρήσαµε στο αριθµητικό µας πείραµα ισχύουν οι παρακάτω εξισώσεις: 
 

µ
µ
µ

µ

⋅+=
⋅+=
⋅+=

⋅+=

249.1954.8
806.0931.8
02.013.10
0108.013.10

ERG

DISC

ERG

DISC

L
L
U
U

.                                         (4.5.2) 

 
Οι κλίσεις στις ευθείες παλινδρόµησης υποδεικνύουν µεγαλύτερη 
ευαισθησία των εργοδικών στρατηγικών όπως το µ αυξάνει. 
 
 
 

 
Γράφηµα 4.2 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για µεταβαλλόµενες τιµές στα 1γ  και 2γ . 
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Πίνακας 4.2 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για διαφορετικά πάγια κόστη. 
 

  K1 K2 LERG UERG LDISC UDISC 
0.09 0.09 7.9845 10.2968 7.6466 10.2912 

0.08 0.08 8.2411 10.2529 7.9816 10.2489 

0.07 0.07 8.5131 10.2112 8.3280 10.2085 

0.06 0.06 8.7956 10.1718 8.6759 10.1701 

0.05 0.05 9.0796 10.1348 9.0116 10.1338 

 
 
 
 
 

Πίνακας 4.3 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για διαφορετικά αναλογικά κόστη. 
 

   1k 2k  LERG UERG LDISC UDISC 

0.95 1.10 9.0796 10.1348 9.0116 10.1338 

0.96 1.09 9.1524 10.1324 9.0956 10.1314 

0.97 1.08 9.2180 10.1301 9.1702 10.1291 

0.98 1.07 9.2768 10.1278 9.2365 10.1268 

0.99 1.06 9.3297 10.1254 9.2955 10.1245 

0.99 1.05 9.3507 10.1249 9.3188 10.1241 

0.99 1.04 9.3708 10.1244 9.3708 10.1234 

0.99 1.03 9.3902 10.1239 9.3623 10.1230 

0.99 1.02 9.4087 10.1234 9.3826 10.1225 
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Πίνακας 4.4 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για διαφορετικές τιµές του 1γ . 
 

1γ  LERG UERG LDISC UDISC 

0.80 9.0796 10.1348 9.0116 10.1338 

0.81 8.8899 10.1511 8.7875 10.1498 

0.82 8.6739 10.1696 8.5233 10.1678 

0.83 8.4361 10.1907 8.2226 10.1882 

0.84 8.1837 10.2148 7.8937 10.2114 

0.85 7.9248 10.2429 7.5485 10.2380 

0.86 7.6674 10.2761 7.1999 10.2691 

0.87 7.4182 10.3161 6.8597 10.3059 

0.88 7.1826 10.3657 6.5373 10.3504 

0.89 6.9651 10.4298 6.2392 10.4056 

0.90 6.7693 10.5186 5.9700 10.4769 

 
 
 

Πίνακας 4.5 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για διαφορετικές τιµές του 2γ . 
 

2γ  LERG UERG LDISC UDISC 

0.80 8.3896 10.1381 8.2058 10.1367 

0.81 8.4502 10.1379 8.2770 10.1365 

0.82 8.5129 10.1377 8.3506 10.1364 

0.83 8.5775 10.1375 8.4265 10.1361 

0.84 8.6442 10.1372 8.5047 10.1359 

0.85 8.7129 10.1369 8.5853 10.1357 

0.86 8.7835 10.1366 8.6679 10.1354 

0.87 8.8558 10.1362 8.7524 10.1351 

0.88 8.9296 10.1358 8.8383 10.1347 

0.89 9.0044 10.1353 8.9250 10.1343 

0.90 9.0796 10.1348 9.0116 10.1338 
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Πίνακας 4.6. ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για διαφορετικές τιµές του σ . 
 

σ  LERG UERG LDISC UDISC 
0.30 9.0053 10.1337 8.9664 10.1332 

0.25 9.0342 10.1341 8.9833 10.1334 

0.20 9.0796 10.1348 9.0116 10.1338 

 
 
 
 

 
Πίνακας 4.7 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για διαφορετικές τιµές του µ. 
 

µ LERG UERG LDISC UDISC 
0.12 9.1014 10.1352 9.0264 10.1340 

0.11 9.0907 10.1350 9.0191 10.1339 

0.10 9.0796 10.1348 9.0116 10.1338 

0.09 9.0679 10.1346 9.0038 10.1337 

0.08 9.0555 10.1344 8.9958 10.1336 

0.07 9.0424 10.1342 8.9875 10.1335 

0.06 9.0286 10.1340 8.9789 10.1334 

0.05 9.0139 10.1338 8.9700 10.1332 
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Πίνακας 4.8 ∆ιαστήµατα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβληµα για διαφορετικές τιµές του χ. 
 

χ LERG UERG LDISC UDISC 
10.02 9.0992 10.1548 9.0313 10.1538 

10.00 9.0796 10.1348 9.0116 10.1338 

9.98 9.0599 10.1148 8.9919 10.1138 

9.95 9.0305 10.0848 8.9623 10.0838 

 
 

 
 
 
 
 
 

                                                                                                                                                                



5  Βέλτιστη εφαρμογή χαρτοφυλακίου σταθερών 
αναλογιών με εργοδικά κριτήρια βελτιστοποίησης 

 
 
5.1 Περιγραφή του προβλήματος και σχετιζόμενη βιβλιογραφία 
 
Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζεται το πρόβλημα που αντιμετωπίζει ένας 
επενδυτής ο οποίος επιθυμεί να έχει σταθερές αναλογίες του συνολικού του 
επενδυτικού κεφαλαίου σε διαφορετικές επενδυτικές επιλογές (μετοχές, 
ομόλογα κ.τ.λ.). Ο επενδυτής μπορεί να είναι «παθητικός» με την έννοια ότι 
απλώς μπορεί να θέλει η επένδυσή του να ακολουθεί έναν χρηματιστηριακό 
δείκτη (Grinold και Kahn [38],Focardi και Fabozzi [36]) ή «ενεργητικός» 
με την έννοια ότι οι σταθερές αναλογίες που θέλει ο επενδυτής να 
εφαρμόσει στο χαρτοφυλάκιό του προήλθαν από ένα κριτήριο 
μεγιστοποίησης μίας συνάρτησης ωφέλειας ή κάποιο κριτήριο πιθανότητας1 
υπό την (συνήθη) υπόθεση μηδενικού κόστους συναλλαγής. Το πρόβλημα 
που αντιμετωπίζει ο επενδυτής στην πράξη είναι: Τι επενδυτική στρατηγική 
πρέπει να ακολουθήσει εφόσον είναι δεδομένη η παρουσία πάγιου και 
αναλογικού κόστους ανά συναλλαγή? Εδώ εξετάζουμε μία απλή εκδοχή του 
παραπάνω προβλήματος. Θεωρούμε ότι οι επενδυτικές επιλογές 
περιορίζονται σε δύο: μία σταθερής απόδοσης και μηδενικού κινδύνου και 
μία με μεγαλύτερη αναμενόμενη απόδοση αλλά και με τυχαίες 
διακυμάνσεις που δημιουργούν αβεβαιότητα. Προφανώς, ο επενδυτής 
επιθυμεί να βρίσκεται κοντά στις αναλογίες τις οποίες έχει προαποφασίσει 
ενώ δεν θέλει να επεμβαίνει συχνά για να επαναφέρει το χαρτοφυλάκιό του 
στις αναλογίες στόχους ώστε να αποφύγει τα πολλά κόστη συναλλαγών. 
Στην προκειμένη περίπτωση, ο επενδυτής επιθυμεί να ελαχιστοποιήσει έναν 
συνδυασμό που αποτελείται από μία (δευτέρου βαθμού) συνάρτηση 
απώλειας για την απόσταση των αναλογιών από τις αναλογίες στόχους και 
τα κόστη συναλλαγής.  
        Ένα παρόμοιο πρόβλημα εξετάστηκε από τους Leland [56] και Pliska 
και Suzuki [77]. Και στα δύο παραπάνω άρθρα εξετάστηκε η στοχαστική 
διαδικασία που εκφράζει τις τυχαίες διακυμάνσεις της αναλογίας που 
ιδανικά θα παρέμενε σταθερά ίση με τα  επίπεδα-στόχους. Στο άρθρο του 
Leland [56] χρησιμοποιήθηκε μια προσέγγιση της στοχαστικής διαδικασίας 
και ελήφθησαν υπόψη μόνο αναλογικά (και όχι πάγια) κόστη ανά 
συναλλαγή. Οι Pliska και Suzuki [77] βάσισαν την ανάλυσή τους στην 
(αρκετά πολύπλοκη) αναλυτική μορφή της στοχαστικής διαδικασίας και 

                                                 
1 Ένας σημαντικός αριθμός κριτηρίων βελτιστοποίησης οδηγεί τελικά σε στρατηγικές 
σταθερών αναλογιών υπό την υπόθεση της μη ύπαρξης κόστους συναλλαγής. 
Χαρακτηριστικά παραδείγματα αποτελούν οι συναρτήσεις ωφέλειας τύπου HARA, 
(Merton [66]) και προβλήματα  όπως η ελαχιστοποίηση του χρόνου επιτυχίας ενός στόχου, 
η μεγιστοποίηση της πιθανότητας επιτυχίας ενός στόχου (Browne [15, 16]) κ.α.  
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υπέθεσαν –πιο ρεαλιστικά- την ύπαρξη πάγιου και αναλογικού κόστους ανά 
συναλλαγή. Και στα δύο παραπάνω άρθρα ο στόχος ήταν η υφαιρετική 
ελαχιστοποίηση των αθροιστικών τετραγωνικών αποστάσεων από τις 
αναλογίες-στόχους και των κοστών συναλλαγής σε έναν άπειρο χρονικό 
ορίζοντα. Όμως, για το συγκεκριμένο πρόβλημα, ένα υφαιρετικό κριτήριο 
βελτιστοποίησης δεν έχει οικονομικό νόημα διότι δεν ισχύει απαραίτητα ότι 
ένα ποσό σφάλματος (απόσταση από την αναλογία-στόχο) είναι 
προτιμότερο να συμβεί στο μέλλον και όχι στο παρόν2. Είναι προτιμότερο 
λοιπόν να υιοθετηθεί ένα εργοδικό κριτήριο που ελαχιστοποιεί το 
τετραγωνικό σφάλμα και τα κόστη συναλλαγής ανά μονάδα χρόνου.   
       Το κεφάλαιο διαμορφώνεται ως εξής: Στη δεύτερη ενότητα 
διατυπώνουμε το πρόβλημα με μαθηματικούς όρους και παρουσιάζουμε το 
κριτήριο βελτιστοποίησης. Στην τρίτη ενότητα λύνουμε το πρόβλημα 
συνδυάζοντας βασικά εργαλεία στοχαστικού λογισμού και αριθμητικές 
τεχνικές μη γραμμικής βελτιστοποίησης, παρόμοια με το προηγούμενο 
κεφάλαιο. Για να συγκρίνουμε με τις βέλτιστες στρατηγικές που 
προκύπτουν με τη χρήση υφαιρετικού κριτηρίου, στην τέταρτη ενότητα 
λύνουμε το αντίστοιχο υφαιρετικό πρόβλημα. Η μεθοδολογία που 
παρουσιάζεται εδώ είναι παρόμοια με αυτή στο άρθρο των  Pliska  και 
Suzuki [77] με δύο διαφορές: πρώτον το κριτήριο βελτιστοποίησης αφορά 
καθαρά την διαφορά μεταξύ παρατηρούμενων αναλογιών και στόχων και 
δεύτερον υιοθετείται ένας μετασχηματισμός που προτάθηκε πρόσφατα από 
τον Nagai [69] ο οποίος μειώνει σημαντικά την υπολογιστική δυσκολία του 
προβλήματος. Στην πέμπτη ενότητα αναλύουμε την πυκνότητα πιθανότητας 
των στοχαστικών αναλογιών χαρτοφυλακίου. Τέλος, στην έκτη ενότητα 
παρουσιάζουμε μία συγκριτική ανάλυση ευαισθησίας για το εργοδικό και το 
αντίστοιχο υφαιρετικό πρόβλημα.  
    
 
5.2      Μαθηματική διατύπωση του προβλήματος 
 
Θεωρούμε ένα απλό μοντέλο αγοράς στην οποία είναι διαθέσιμες δύο 
επενδυτικές επιλογές. Η πρώτη έχει βέβαιες αποδόσεις και το κεφάλαιο που 
τοποθετείται σε αυτή περιγράφεται από την παρακάτω συνήθη διαφορική 
εξίσωση 
 

,)0(,)()( 0000 sSdttrStdS ==                                 (5.2.1) 
 

                                                 
2 Ένα παρόμοιο επιχείρημα παρουσιάζεται από τους Jack και Zervos [41] και Melas και 
Zervos [62] για τον έλεγχο μιας συναλλαγματικής ισοτιμίας. 
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ενώ το κεφάλαιο που τοποθετείται στη δεύτερη επενδυτική επιλογή 
εξελίσσεται σύμφωνα με μία στοχαστική διαφορική εξίσωση, όπως 
φαίνεται παρακάτω: 
 

( ) 1111 )0(,)()( sSdWdttStdS t =+= σμ                  (5.2.2) 
 
με   να συμβολίζει μία τυπική κίνηση Brown σε ένα χώρο πιθανότητας 

. Συμβολίζουμε με το ζεύγος 
tW

( tFPF ,,,Ω ) ( ))(),( 10 tptp  τον αριθμό 
επιλεγμένων μεριδίων από την κάθε επενδυτική επιλογή τη χρονική στιγμή 

t. Η αξία της επένδυσης δίνεται από την παράσταση  

που είναι αυστηρά θετική για κάθε  . Μπορούμε τώρα να ορίσουμε τη 
στοχαστική διαδικασία επενδυτικών αναλογιών b
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και θέτουμε b(t)=b1(t). Στο μοντέλο μας δεν επιτρέπουμε short-selling και 
δανεισμούς οπότε πρέπει να ισχύει και 10)( ≥tb )( ≤tb  για κάθε t. 
Χρησιμοποιώντας τη συνθήκη της αυτοχρηματοδότησης για την επένδυση 
το V(t) ικανοποιεί τη σχέση 
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                (5.2.4) 
που εναλλακτικά εκφράζεται ως 
 

 ( ) vVdWtbdtrtbr
tV
tdV

t =+−+= )0(,)())((
)(
)( σμ .                  (5.2.5) 

 
Η στοχαστική διαδικασία που εκφράζει τις επενδυτικές αναλογίες 
μελετήθηκε αρχικά από τους Morton και Pliska [67]. Χρησιμοποιώντας το 
θεώρημα του Ito, έδειξαν ότι για την περίπτωση των δύο επενδυτικών 
επιλογών εξελίσσεται με βάση την ακόλουθη στοχαστική διαφορική 
εξίσωση  
 
 ( ) ( ) ttttttt dWbbdtbrbbdb σσμ −+−−−= 1)1( 2 .      (5.2.6) 
 
Για να διευκολύνουμε τους υπολογισμούς στις επόμενες ενότητες, 
υιοθετούμε έναν 1-1 μετασχηματισμό για την παραπάνω στοχαστική 
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διαδικασία ο οποίος προτάθηκε πρόσφατα από τον Nagai  [69] και ορίζεται 
ως  
 
 ) ,                   (5.2.7) 1log(log:)( bbby −−==ψ
 
με την αντίστοιχη αντίστροφη απεικόνιση να ορίζεται ως  
 

 
y

yy
exp1

exp:)(
+

=φ .                     (5.2.8) 

 
Χρησιμοποιώντας το θεώρημα το Ito,  βρίσκουμε ότι το y εξελίσσεται με 
βάση τη στοχαστική διαφορική εξίσωση 
  
                      (5.2.9) tt dWdtdy σκ +=
όπου 

2

2σμκ −−= r . 

 

 
Γράφημα 5.1. Ο μετασχηματισμός του Nagai και η αντίστροφη  απεικόνιση 
για τη δισδιάστατη περίπτωση. 
 
       Συμβολίζουμε με b~  και y~ την επιθυμητή αναλογία στην αρχική3 και τη 
μετασχηματισμένη κλίμακα αντίστοιχα. Αν η παρατηρούμενη αναλογία στη 
μετασχηματισμένη κλίμακα είναι y και τη μεταβάλλουμε μέσω μίας 

                                                 
3 Τα επιθυμητά επίπεδα των αναλογιών μπορούν να είναι για παράδειγμα ίσα με 

2σ
μ r− , την 

αναλογία που μεγιστοποιεί μία λογαριθμική συνάρτηση ωφέλειας, 

{ 0,1:,
)1( 2 ≠<ℜ∈

−
− γγγ
σγ

}μ r  την αναλογία που μεγιστοποιεί συναρτήσεις ωφέλειας 

τύπου HARA (με παράμετρο αποστροφής ρίσκου γ), 
2σ

μ rf −  με ]1,0(∈f δηλαδή να 

ακολουθούν μία  Kelly στρατηγική (Li [57]) ή να αντιστοιχούν στις αναλογίες ενός 
χρηματιστηριακού δείκτη.  
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συναλλαγής σε μια νέα αναλογία , το κόστος συναλλαγής περιγράφεται 
από τη σχέση

1y
4

   
 ( ) 11 :, yykKyyc −+=                   (5.2.10) 
 
όπου K και k είναι δύο αυστηρά θετικές σταθερές (στον υπολογισμό τους 
πρέπει να ληφθεί υπόψη η αλλαγή κλίμακας). Παρατηρούμε ότι το 
αναλογικό μέρος του κόστους είναι ανάλογο της διαφοράς στις 
μετασχηματισμένες αναλογίες και όχι –όπως είναι σύνηθες στη σχετική 
βιβλιογραφία- ανάλογο του χρηματικού ποσού που διατίθεται σε μία 
συναλλαγή. Λόγω της ύπαρξης πάγιου κόστους ανά συναλλαγή αρκεί να 
θεωρήσουμε στρατηγικές της μορφής ( ){ }nn y,τ , όπου τn ο χρόνος της  nής 
συναλλαγής και yn η νέα αναλογία μετά τη nή συναλλαγή. Τα ( ){ }nn y,τ  
πρέπει να ικανοποιούν κάποιες τεχνικές απαιτήσεις: το τn πρέπει να είναι 
stopping time (για τον ορισμό των stopping times βλέπε Karatzas και 
Shreve [48]), και πρέπει να ισχύει τn< τn+1, και ∞→nτ  για , ενώ η 
στοχαστική διαδικασία y

∞→n
n πρέπει να είναι -μετρήσιμη. Το πλεονέκτημα 

της συγκεκριμένης διατύπωσης για τα κόστη συναλλαγής είναι ότι 
διευκολύνει τους μετέπειτα υπολογισμούς. Ένα μειονέκτημα είναι πως για 
πρακτικές εφαρμογές οι σταθερές που εκφράζουν τα κόστη πρέπει να 
αναπροσαρμόζονται για επενδύσεις διαφορετικού μεγέθους. Οι μεταβολές 
των επενδυτικών αναλογιών σχετίζονται με το κόστος μη βέλτιστης 
επένδυσης που εκφράζεται ως συνάρτηση της απόστασης των 
παρατηρούμενων αναλογιών από τα επιθυμητά επίπεδα. Παρόμοια με τη 
σχετιζόμενη βιβλιογραφία υιοθετούμε μία τετραγωνική συνάρτηση 
απώλειας η οποία στη μετασχηματισμένη κλίμακα εκφράζεται ως

n
Fτ

5   
 
                                                              (5.2.11) ( )( 2~

1)( −= − yy
t

teyg λ )
 
όπου λ μία σταθερά που σχετίζεται με τις προτιμήσεις του επενδυτή. Για τη 
διατύπωση του εργοδικού κριτηρίου βελτιστοποίησης θέτουμε U και L 
σταθερά με ∞<<<∞− UL , και ορίζουμε sTsT =)(  να συμβολίζει τη 
χρονική στιγμή που η στοχαστική διαδικασία y βρίσκεται για πρώτη φορά 
στο σημείο  s. Συμβολίζουμε επίσης με 
  
                                                 
4 Ο τρόπος που ορίζουμε τα κόστη συναλλαγής είναι ουσιαστικά ίδιος με τον ορισμό των 
Pliska και Suzuki [77]. 
5 Αυτή η επιλογή είναι συνεπής με τα ευρήματα τoυ Rogers [78] που παρατήρησε ότι για 
παρατηρούμενα επίπεδα αναλογιών σχετικά κοντά στα βέλτιστα οι επιπτώσεις στις 
αποδόσεις είναι μικρές. Σύμφωνα με τα παραπάνω άρθρα η απόκλιση στις αποδόσεις δεν 
είναι γραμμική συνάρτηση της απόστασης από τις βέλτιστες αναλογίες.  
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                           (5. 2.12) { } )()()(),(min,
* LTUTLTUTTT LU ∧===

 
την πρώτη χρονική στιγμή που η διαδικασία φτάνει στο  U ή το L και 
ορίζουμε τις παρακάτω ποσότητες για την  y: 
 
 { }yyLTUTyv =<= )0()()(Pr)(1 yL U<< ,                 (5.2.13) 
 
είναι η πιθανότητα η διαδικασία να βρεθεί στο  U πριν το L όταν ξεκινά από 
το y,  
 
 [ ]yyTEyv == )0()( *

2 ,  UyL << ,               (5.2.14) 
 
είναι ο μέσος χρόνος στον οποίο η διαδικασία φτάνει στο U ή στο  L όταν 
ξεκινά από το y και 
 

 ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ == ∫

*

03 )0()()(
T

yYtYgEyv , UyL << .                    (5.2.15) 

 
        Στη συνέχεια θεωρούμε την παρακάτω στρατηγική: “Αν η 
(μετασχηματισμένη) στοχαστική διαδικασία αναλογιών χαρτοφυλακίου 
φτάσει στο επίπεδο U πάνω από το επιθυμητό επίπεδο y~ , τη μειώνουμε με 
μία συναλλαγή στο επίπεδο u. Η παραπάνω συναλλαγή γίνεται με κόστος 

. Αν η (μετασχηματισμένη) στοχαστική διαδικασία αναλογιών 
χαρτοφυλακίου φτάσει στο επίπεδο L κάτω από το επιθυμητό επίπεδο 

( uUkK −+ )
y~ , 

την αυξάνουμε στο επίπεδο l με κόστος ( )LlkK −+ .” Ορίζουμε έναν 
επενδυτικό κύκλο να ξεκινά τη στιγμή που ολοκληρώνεται μία επέμβαση η 
οποία φέρνει τις αναλογίες στα l ή u από τα L ή U, και να ολοκληρώνεται 
στην επόμενη παρόμοια επέμβαση. Το αναμενόμενο κόστος ανά μονάδα 
χρόνου εκφράζεται ως το αναμενόμενο κόστος ανά επενδυτικό κύκλο 
διαιρεμένο με τον αναμενόμενο χρόνο ολοκλήρωσης ενός επενδυτικού 
κύκλου. Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (5.2.13), (5.2.14) ο αναμενόμενος 
χρόνος ολοκλήρωσης ενός επενδυτικού κύκλου εκφράζεται ως  
 
 ( ) ( ) ( ) )()()(2)()()(,,, 211211 lvlvuvuvlvuvUulLA −−++=    (5.2.16) 
 
ενώ το αναμενόμενο κόστος ανά επενδυτικό κύκλο είναι άθροισμα του 
αναμενόμενου κόστους συναλλαγής και της απώλειας λόγω της διαφοράς 
των παρατηρούμενων αναλογιών σε σχέση με τις επιθυμητές. Το 
αναμενόμενο κόστος συναλλαγής εκφράζεται ως 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )LlklvuvuUklvuvKUulLB −−−+−++= )()(2)()(,,, 1111          
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(5.2.17)                                        
Παρατηρούμε ότι το αναμενόμενο κόστος συναλλαγής ανά επενδυτικό 
κύκλο αποτελείται από πέντε συνιστώσες: το πάγιο κόστος συναλλαγής, 
δύο συνιστώσες ανάλογες της επέμβασης σε περίπτωση που η επενδυτική 
αναλογία φτάσει το άνω όριο σταθμισμένες με τις πιθανότητες η διαδικασία 
να φτάσει στο άνω όριο από τα επίπεδα u και l και δύο συνιστώσες 
ανάλογες της επέμβασης σε περίπτωση που η αναλογία φτάσει το κάτω 
όριο, σταθμισμένες αντίστοιχα. Παρόμοια με την (5.2.16) η αναμενόμενη 
απώλεια ανά επενδυτικό κύκλο εκφράζεται ως  
 

( ) ( ) ( ) )()()(2)()()(,,, 311311 lvlvuvuvlvuvUulLC −−++= .   (5.2.18) 
 
Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω, το εργοδικό πρόβλημα μπορεί να 
διατυπωθεί ως εξής: 
 
Πρόβλημα 5.2.1 Ο επενδυτής επιθυμεί να βρει στρατηγικές ελέγχου που 
ελαχιστοποιούν το αναμενόμενο κόστος ανά μονάδα χρόνου. Πιο 
συγκεκριμένα ο επενδυτής στοχεύει στην εύρεση ενός βέλτιστου 
επενδυτικού κύκλου μέσω της κατάλληλης επιλογής για την τετράδα (L, l, 
u, U) η οποία θα πρέπει να ελαχιστοποιεί την παράσταση  
 

 ( ) ( ) ( )
( )UulLA

UulLCUulLBUulLh
,,,

,,,,,,,,, +
= .     (5.2.19) 

       
       Στο αντίστοιχο υφαιρετικό πρόβλημα ο επενδυτής στοχεύει στην 
ελαχιστοποίηση των καθαρών απωλειών σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. 
Για μία αποδεκτή στρατηγική ( ){ }nn y,τ  και για αρχική αναλογία b(0)=b0, 
το πρόβλημα του επενδυτή περιγράφεται από την παρακάτω συνάρτηση  

 

( ){ }( ) ( ){ } ( ) ( ) { } ,),()(:,,
10

,
0 0 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Ε= ∞<

∞

=
−

−
∞

− ∑∫ n

nnn IyycedttygebyyJ
n

nn
ty

ynn τ
βτβτ τλ  (5. 2.20) 

 
όπου 0>β  είναι ο υφαιρετικός ρυθμός, λ μία σταθερά που αντιπροσωπεύει 
τις προτιμήσεις του επενδυτή και το ( )nn yyc ),( −τ  δίνεται από την (5.2.10). 
Το υφαιρετικό πρόβλημα μπορεί να διατυπωθεί όπως φαίνεται παρακάτω: 
 
Πρόβλημα 5.2.2 Ο επενδυτής επιθυμεί να ελαχιστοποιήσει τις καθαρές 
απώλειες σε έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. Πιο συγκεκριμένα επιθυμεί να 
υπολογίσει τη συνάρτηση αξίας 
  
 

( ){ }
( ){ }( )nny

yyJyJ
nn

,,inf:)( 0,0 τ
τ

=                  (5.2.21) 
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με το ελάχιστο να σχετίζεται με το σύνολο των αποδεκτών επενδυτικών 
στρατηγικών και να βρει τη βέλτιστη αποδεκτή στρατηγική. 
 
Στην τέταρτη ενότητα δείχνουμε ότι η βέλτιστη στρατηγική για το 
πρόβλημα 5.2.2 σχετίζεται και πάλι με την εύρεση κατάλληλης τετράδας (L, 
l, u, U).  
 
 
5.3  Λύση του εργοδικού προβλήματος 

Για τη λύση του προβλήματος 5.2.1, χρησιμοποιούμε εργαλεία στοχαστικού 
λογισμού και αριθμητικές μεθόδους μη γραμμικής βελτιστοποίησης, 
παρόμοια με το προηγούμενο κεφάλαιο (ενότητα 4.3). Για τον υπολογισμό 
του αριθμητή και του παρανομαστή στην (5.2.19) σημειώνουμε ότι τα v1, v2, 
και v3 στις σχέσεις (5.2.13)-(5.2.15) πρέπει να ικανοποιούν τις παρακάτω 
συνήθεις διαφορικές εξισώσεις:  
 

0
2 2

1
22

1 =+
dy

vd
dy
dv σκ     για    UyL << ,  1)(,0)( 11 == UvLv ;      (5.3.1) 

     

1
2 2

2
22

2 −=+
dy

vd
dy
dv σκ   για    UyL << , 0)()( 22 == UvLv ;             (5.3.2) 

     

)(
2 2

3
22

3 yg
dy

vd
dy
dv

−=+
σκ  για UyL << , 0)()( 33 == UvLv .     (5.3.3) 

 
Για την αναπαράσταση των λύσεων στα παραπάνω προβλήματα θεωρούμε 
τη συνάρτηση κλίμακας της στοχαστικής διαδικασίας y η οποία ορίζεται ως 
 

∫=
y

dsyS ηη)()( ,          (5.3.4) 

όπου 

 [ ]{ }∫−=
y

dys ξσκ 2/2exp)( .                               (5.3.5) 

 
Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση 
 
 [ ])(/1)( 2 ysym σ= .                                (5.3.6) 
 
Η λύση της (5.3.1) δίνεται από τη σχέση 
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)()(
)()()(1 LSUS

LSySyv
−
−

=   για UyL ≤≤ .                                       (5.3.7) 

 
Παρατηρούμε ότι η (5.3.3) είναι ειδική περίπτωση της (5.3.2) ορίζοντας 
κατάλληλα τη συνάρτηση g. Οι λύσεις των (5.3.2), (5.3.3) διατυπώνονται 
ως εξής: 
 

[ ] [ ] [ ]{ }∫∫ −−+−=
y

L

U

y
dmLSSyvdmSUSyvyv ξξξξξξ )()()()(1)()()()(2)( 112     

(5.3.8) 
[ ] [ ] [ ]{ }∫∫ −−+−=

y

L

U

y
dgmLSSyvdgmSUSyvyv ξξξξξξξξ )()()()()(1)()()()()(2)( 113

                                                                                                    
(5.3.9)  

       Οι συναρτήσεις στις σχέσεις (5.3.4), (5.3.6) για τη στοχαστική 
διαφορική εξίσωση της (5.2.9) εκφράζονται ως 
 
 ( )2/2exp)( σκyyS −=        (5.3.10) 
και  

( ) 22 //2exp)( σσκyym =        (5.3.11) 
 
αντίστοιχα. Ο αναμενόμενος χρόνος στον οποίο η διαδικασία φτάνει σε ένα 
από τα σημεία (L, U) όταν ξεκινά από το σημείο y είναι  
 

( ) ( ) ( )
( )

( ))(12)(22
)()(

)()()()()()(2)(

12122

22

yvLyvUy
USLS

ySUSLUSLSyLSySUyv

−−−=

−
−+−+−

=

σσσ

σ      (5.3.12) 

 
και οι αντίστοιχες αναμενόμενες απώλειες διατυπώνονται ως 
 

( ) )()(1)()()( 113 LfyvUfyvyv −−−=      (5.3.13) 
με                                                                                                                  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )yxSyx

eeyxeeyxxf yxyxyxyx

~1~2
78~682~4)(

64

~~222~~23

−−+−+

+−+−+−+−= −−−−

σκσδ

κσκδ  

                                          
                                      (5.3.14) 

και 
 ( )( )( ) 1222 2 −

++= κσκσκσλδ .                 (5.3.15) 
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Έτσι, η παράσταση (5.2.19) μπορεί να υπολογιστεί αντικαθιστώντας τις 
(5.3.7)-(5.3.14) στις (5.2.16)-(5.2.18). 
       Για την εύρεση μιας τετράδας που ελαχιστοποιεί την (5.2.19) μπορούμε 
να εφαρμόσουμε έναν αλγόριθμο αριθμητικής επίλυσης προβλημάτων μη 
γραμμικής βελτιστοποίησης. Παραδείγματα τέτοιων αλγορίθμων είναι η 
μέθοδος quasi-Newton (Fletcher, [35]), η μέθοδος simplex (Lagarias κ.α., 
[55]) καθώς και οι γενετικοί αλγόριθμοι (Dorsey και Mayer, [31]). 
Εναλλακτικά, μπορούμε να υπολογίσουμε τις παραγώγους της παράστασης 
(5.2.19) σε σχέση με τα L, l, u, U να λύσουμε το (ιδιαίτερα σύνθετο) μη 
γραμμικό σύστημα τεσσάρων εξισώσεων που προκύπτει με ένα αλγόριθμο 
τύπου Newton-Raphson και να διαλέξουμε ως πιθανές βέλτιστες τετράδες 
αυτές για τις οποίες η Εσσιανή του συστήματος είναι αρνητικά ορισμένη. 
Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε (στην πέμπτη ενότητα) αποτελέσματα  
χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των Lagarias κ.α., [55]. 
 
Σημείωση 5.3.1. Για την αρχική (μη μετασχηματισμένη) στοχαστική 
διαδικασία ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 
 
                   (5.3.16) ( ) ( )122 1)( +−− −= aa bbbS
και 
     (5.3.17) ( )( )( ) 12 )1log()1log()log(2)( −

−−−−= bbbabm σ
με 

 2σ
μ ra −

= . 

 
Ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων στις σχέσεις (5.3.8), (5.3.9) με τη 
χρησιμοποίηση των προηγούμενων παραστάσεων γίνεται σημαντικά 
δυσκολότερος σε σχέση με τη μέθοδο –η οποία βασίστηκε στο 
μετασχηματισμό του Nagai-που παρουσιάστηκε παραπάνω . 
 
Σημείωση 5.3.2 Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η παρακάτω 
απλοποιημένη εκδοχή του προβλήματος 2.1 διότι είναι πολύ πιο εύκολα 
εφαρμόσιμη υπολογιστικά. Στο μετασχηματισμένο πρόβλημα ο επενδυτής, 
εφόσον η στοχαστική διαδικασία αναλογιών χαρτοφυλακίου φτάσει στο 
άνω ή κάτω όριο ενός διαστήματος ελέγχου, αναπροσαρμόζει τις αναλογίες 
του στα (προκαθορισμένα) επιθυμητά επίπεδα. Ένα παρόμοιο πρόβλημα 
εξετάζεται από τον Korn [54]. 
 
Πρόβλημα 5.2.1’ Ο επενδυτής επιθυμεί να βρει διαστήματα ελέγχου τα 
οποία ελαχιστοποιούν τις επενδυτικές απώλειες και τα κόστη συναλλαγών 
ανά μονάδα χρόνου. Συγκεκριμένα ο επενδυτής στοχεύει στην εύρεση 
ζεύγους (L, U) το οποίο να ελαχιστοποιεί την παράσταση  
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,
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= .               (5.3.18) 

 
όπου  
 ( ) (yvULA )~, 2= ,         (5.3.19) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )LykyvyUkyvKULB −−+−+= ~~1~~, 11                   (5.3.20) 
( ) (yvULC )~, 3= .        (5.3.21) 

 
 
5.4  Λύση του υφαιρετικού προβλήματος 

 
Σε αυτή την ενότητα λύνουμε το υφαιρετικό πρόβλημα 5.2.2 με χρήση qv-
ανισοτήτων. Το πρόβλημα που εξετάζεται εδώ, είναι παρόμοιο με αυτό που 
εξετάστηκε στο άρθρο των Pliska και Suzuki [77]. Οι πιο σημαντικές 
διαφορές σε σχέση με το παραπάνω άρθρο είναι οι εξής: Πρώτον το 
κριτήριο βελτιστοποίησης διαφέρει και δεύτερον υιοθετούμε το 
μετασχηματισμό που προτάθηκε από το Nagai [69] και μειώνουμε 
σημαντικά την υπολογιστική δυσκολία της εύρεσης των λύσεων. Παρόμοια 
προβλήματα στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές εξετάζονται 
στους Cadenillas και Zapatero [21], Buckley και Korn [17], Baccarin [4] και 
Plehn-Dujowich [76].  
 
Αποδεκτές στρατηγικές 

       Για την ελαχιστοποίηση του συναρτησοειδούς J της (5.2.20), θεωρούμε 
στρατηγικές για τις οποίες το J είναι καλώς ορισμένο και πεπερασμένο. Για 
να ισχύει ότι η παράσταση   
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είναι καλώς ορισμένη και πεπερασμένη πρέπει οι δύο αναμενόμενες τιμές 
του δεξιού μέλους να είναι πεπερασμένες. Φαίνεται εύκολα ότι η σχέση 
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συνεπάγεται ότι 
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Για να ισχύει 
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πρέπει να ισχύει 
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Για την αριστερή ανισότητα πρέπει να έχουμε 
  
 [ ) { } .0lim:,0 =<∞∈∀

∞→
TPT nn

τ         (5.4.6) 

 
Για να είναι αληθής η επόμενη ανισότητα στην (5.4.5), πρέπει να ισχύει 
 
 [ ] 0)(lim =+−

∞→
TyeE T

T

β                      (5.4.7) 

 
το οποίο είναι αληθές για τη μετασχηματισμένη στοχαστική εξίσωση των 
αναλογιών χαρτοφυλακίου που εξετάζουμε εδώ. 
 
Ορισμός 5.4.1 (Αποδεκτοί έλεγχοι): Θα λέμε ότι ένας έλεγχος είναι 
αποδεκτός αν ικανοποιούνται οι συνθήκες (5.4.2), (5.4.6). 
 

Οι qv-ανισότητες 

       Έστω J(.) η συνάρτηση αξίας. Δηλαδή για κάθε ( )∞∞−∈ ,0y , 
 

( ){ }
( ){ }( )nnyy

yyJyJ
nn

,,inf:)( 0)(,0
0

τ
τ Α∈

=                    (5.4.8) 

 
και ορίζουμε με )  τις αποδεκτές στρατηγικές για τη στοχαστική 
διαδικασία που ξεκινά στο y

( 0yΑ

0. Ορίζουμε ακόμα τον τελεστή M, που 
σχετίζεται με τη συνάρτηση J(.) και τη συνάρτηση κόστους c(.,.) ως 
 
 ( ){ .,)(inf:)( zyczJyMJ

z
+= }          (5.4.9) 
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Το MJ(y) παριστά την αξία της στρατηγικής κατά την οποία επιλέγεται η 
βέλτιστη άμεση επέμβαση στην επένδυση και η αναπροσαρμογή των 
αναλογιών του χαρτοφυλακίου. Μέσω της στοχαστικής διαφορικής 
εξίσωσης (5.2.9) ορίζουμε το διαφορικό τελεστή L ως: 
 

 )()()(
2
1:)( 2 yJyJyJyLJ βκσ −′+′′= .     (5.4.10) 

 
Έστω ότι υπάρχει μία βέλτιστη στρατηγική για κάθε αρχική αναλογία 
χαρτοφυλακίου. Αν η διαδικασία ξεκινά από το y0 και ακολουθεί μία 
βέλτιστη στρατηγική, η σχετιζόμενη συνάρτηση κόστους είναι J(y0). Από 
την άλλη πλευρά αν η διαδικασία ξεκινά από το y0, επιλέγουμε τη βέλτιστη 
άμεση επέμβαση και στη συνέχεια ακολουθούμε τη βέλτιστη στρατηγική η 
σχετιζόμενη συνάρτηση κόστους δίνεται από την MJ(y0). Εφόσον η πρώτη 
στρατηγική είναι βέλτιστη το κόστος που της αντιστοιχεί είναι μικρότερο 
από αυτό που αντιστοιχεί στη δεύτερη. Επιπλέον τα παραπάνω κόστη είναι 
ίσα όταν είναι βέλτιστο να παρέμβουμε. Έτσι ισχύει )()( yMJyJ ≤ , με 
ισότητα όταν είναι βέλτιστη η προσαρμογή των αναλογιών του 
χαρτοφυλακίου. Στην περιοχή που ο επενδυτής δεν αναπροσαρμόζει την 
αναλογία στο χαρτοφυλάκιό του, ισχύει )()( ygyLJ −= . 
       Χρησιμοποιώντας κλασσικές μεθόδους επίλυσης προβλημάτων 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές (Βensoussan [8], 
Bensoussan και Lions [9], Korn [52, 53]) καταλήγουμε στην παρακάτω qv-
ανισότητα: 

 
 { 0)()(),()(min }=−+ yvyMvygyLv .                 (5.4.11) 
 
Αν η συνάρτηση v είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη και ικανοποιεί 
την qv-ανισότητα καθώς και τις τεχνικές απαιτήσεις που διατυπώνονται 
στην αρχή της ενότητας, τότε ισχύει 
  
 ( ){ }( )n

n yyJyv ,,)( τ≤                    (5.4.12) 
 
για κάθε ℜ∈y  και όλες τις αποδεκτές στρατηγικές ( ){ }n

n y,τ . Αν επιπλέον 
η στρατηγική που αντιστοιχεί στο v είναι αποδεκτή τότε είναι βέλτιστη και 
το v(.) ταυτίζεται με τη συνάρτηση αξίας J(.). Μία απόδειξη ενός 
παρόμοιου επιχειρήματος βρίσκεται στο παράρτημα για το πρόβλημα που 
εξετάζεται στο προηγούμενο κεφάλαιο. Η κατασκευή της στρατηγικής που 
σχετίζεται με μία συνάρτηση v γίνεται ως εξής. Θέτουμε 00 =τ  και 

 και ορίζουμε το nοστό χρόνο παρέμβασης ως: 0)0( yY =−
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 ( ) ( ){ )()(:inf: 1 }−=−≥= − tyMvtyvt nn ττ      (5.4.13) 
 
και το μέγεθος παρέμβασης ως 
 
 ( ){ zyczvy nz

n ),()(minarg −+=
Α∈

τ }.      (5.4.14) 

 
Μέσω του v ορίζουμε την περιοχή στο χώρο αναλογιών μέσα στην οποία δε 
γίνονται παρεμβάσεις  
 
 ,                    (5.4.15) { })()(:: yvyMvyC >ℜ∈=
 
Όταν Cty ∂∈)( , τότε παρεμβαίνουμε άμεσα αναπροσαρμόζοντας την 
αναλογία με βάση την (5.4.14). 
        Ο τελεστής M, για το πρόβλημα που εξετάζουμε γράφεται ως  

 
 { zykKzvyMv

z
−++=

ℜ∈
)(inf)( },      (5.4.16) 

 
η qv-ανισότητα (5.4.11) δίνεται από τη σχέση (5.4.17) 
 

( )( ) { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−++−−−+−′+′′=
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zykKyvzvyyyvyvyv
z

)()(inf,1~exp)()()(
2

min0 2
2

λβκσ

                                                                                                              (5.4.17) 
και αμέσως παρακάτω εξηγούμε πως μπορεί να λυθεί. Η συνήθης 
διαφορική εξίσωση (5.4.17) έχει μία γενική λύση της μορφής 
  

)()( 21
21 ygeCeCyv yxyx ++= −−       (5.4.18) 

 
όπου g είναι μία ειδική λύση η οποία γράφεται ως   
  

4

321 ))~(2exp()~exp(
)(

A
yyAyyAA

yg
−+−+

= λ     (5.4.19) 

 
και ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 

 
( ) ( )
( )
( )
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.     (5.4.20) 
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Τα C1 και C2 είναι σταθερές που εξαρτώνται από τις συνοριακές συνθήκες 
ενώ τα x1, x2 διατυπώνονται ως εξής 
 

 2

22

2,1

2
σ

βσκκ +±
=x .       (5.4.21) 

    
       Για το εύρος των τιμών των παραμέτρων που χαρακτηρίζουν την αγορά 
και τις προτιμήσεις του επενδυτή υπάρχουν τέσσερις παράμετροι που 
ικανοποιούν L<l<u<U τέτοιες ώστε η λύση των qv-ανισοτήτων να είναι 
της μορφής 
 

                (5.4.22) 
{ }

{ }⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞∈+−+
∈

−∞∈+++−
=
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ULyyv
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Στο διάστημα (L, U) δεν γίνονται προσαρμογές στην επένδυση. Για 

 η μετασχηματισμένη αναλογία πρέπει να βρεθεί στο y=l, και 
για )  πρέπει να προσαρμόσουμε την αναλογία στο y=u. Για να 
καθορίσουμε τις τιμές των έξι παραμέτρων C

],( Ly −∞∈
,[ ∞∈ Uy

1, C2, L, l, u και U πρέπει να 
λύσουμε ένα σύστημα έξι μη γραμμικών εξισώσεων οι οποίες προκύπτουν 
όπως φαίνεται παρακάτω. Η συνάρτηση v(.) πρέπει να είναι συνεχής στο 
y=l, έτσι   
 
 KkllvkLLv +++−= )()( .       (5.4.23) 
 
Παρόμοια παίρνουμε μία δεύτερη εξίσωση συνέχειας στο y=u, 
  

KkuuvkUUv +−+= )()( .       (5.4.24) 
 
Οι παράγωγοι στα y=L και U πρέπει να είναι συνεχείς, έτσι 
  
 kLv −=′ )(          (5.4.25) 
και 
 kUv =′ )( .         (5.4.26) 
 
Εφόσον η παράσταση ( )LykKyv −++)(  ελαχιστοποιείται στο , η 
συνθήκη της πρώτης παραγώγου δίνει 

ly =

  
klv −=′ )(          (5.4.27) 

 
και με όμοιο τρόπο προκύπτει η εξίσωση  
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 kuv =′ )( .         (5.4.28) 
 
Το σύστημα των έξι εξισώσεων μπορεί να λυθεί σχετικά εύκολα από έναν 
αλγόριθμο αριθμητικής επίλυσης μη γραμμικών συστημάτων. Στην έκτη 
ενότητα παρουσιάζουμε μία εφαρμογή. 
 
 
5.5 Η πυκνότητα πιθανότητας της στοχαστικής διαδικασίας 

αναλογιών χαρτοφυλακίου 
 
Η συνάρτηση πιθανότητας που εκφράζει το κεφάλαιο ενός επενδυτή που 
ακολουθεί στρατηγική σταθερών αναλογιών χαρτοφυλακίου υπό την 
υπόθεση των ανέξοδων συναλλαγών, είναι σχετικά εύκολο να υπολογιστεί. 
Πράγματι, η εξέλιξη του κεφαλαίου σε αυτή την περίπτωση  περιγράφεται 
από μία γεωμετρική κίνηση Brown της οποίας η πυκνότητα πιθανότητας 
εκφράζεται μέσω της μοναδικής λύσης μίας διαφορικής εξίσωσης 
(Kolmogorov backward differential equation). Όταν λαμβάνονται υπόψη τα 
κόστη συναλλαγών η αναλογίες του χαρτοφυλακίου δεν μπορούν να είναι 
σταθερές: εξελίσσονται με βάση την (5.2.6) σε ένα διάστημα ελέγχου και 
όταν φτάσουν στα άκρα του αναπροσαρμόζονται σε κάποια βέλτιστα 
σημεία στο εσωτερικό του διαστήματος. Για να βρεθεί η κατανομή 
πιθανότητας του κεφαλαίου πρέπει πρώτα να βρεθεί η κατανομή 
πιθανότητας της στοχαστικής διαδικασίας αναλογιών. Στη συνέχεια, η 
πυκνότητα πιθανότητας του κεφαλαίου προκύπτει μέσω της σχέσης 
 

∫= dppfpwfwf )()()(          (5.5.1) 
 
όπου f(w) είναι η πυκνότητα πιθανότητας του κεφαλαίου υπό την 
στρατηγική που λαμβάνει υπόψη τα κόστη αναπροσαρμογής, )( pwf  είναι 
η πυκνότητα πιθανότητας του κεφαλαίου για δοθείσα σταθερή αναλογία p, 
και  f(p) είναι η πυκνότητα πιθανότητας της (ελεγχόμενης) στοχαστικής 
διαδικασίας αναλογιών χαρτοφυλακίου. Στα παρακάτω βήματα 
παρουσιάζουμε την πυκνότητα πιθανότητας για τη μετασχηματισμένη 
στοχαστική διαδικασία αναλογιών (5.2.9) – η πυκνότητα πιθανότητας της 
αρχικής διαδικασίας μπορεί να βρεθεί με εφαρμογή της σχέσης (5.2.8). Ένα 
σχετικό αποτέλεσμα παρουσιάζεται στο άρθρο του Plehn-Dujowich [76]. 
Εκεί χρησιμοποιείται μία προσέγγιση διακριτού χρόνου για τη συνεχή 
στοχαστική διαδικασία αναλογιών χαρτοφυλακίου. Σε αυτή την ενότητα 
χρησιμοποιούμε τη μέθοδο που παρουσιάζεται στους Karlin και Taylor [49] 
για την εύρεση της πυκνότητας πιθανότητας της (μετασχηματισμένης) 
στοχαστικής διαδικασίας αναλογιών η οποία ελέγχεται σε ένα διάστημα με 
ένα σημείο αναπροσαρμογής και στη συνέχεια διατυπώνουμε την 
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πυκνότητα που αφορά διαστήματα ελέγχου με δύο σημεία 
αναπροσαρμογής. 
        Σε ένα διάστημα ελέγχου με ένα σημείο αναπροσαρμογής π, 
υποθέτουμε ότι η διαδικασία ξεκινά από το π και επιστρέφει σε αυτό όταν 
φτάσει σε ένα από τα άκρα του διαστήματος ελέγχου (L, U). Μετά την 
επιστροφή η διαδικασία εξελίσσεται με βάση τη σχέση (5.2.9) και αυτό 
συμβαίνει κάθε φορά που η διαδικασία βρίσκεται στα επίπεδα L ή U.  Έτσι, 
η υπό έλεγχο στοχαστική διαδικασία σχετίζεται με επαναλαμβανόμενους 
επενδυτικούς κύκλους διάρκειας D1, D2, D3,…, με Di ανεξάρτητα και 
ισόνομα, με κατανομή όμοια με  του χρόνου { }ULUL TTT ,min, = , του 
πρώτου χρόνου εξόδου από το διάστημα (L, U), όταν η διαδικασία ξεκινά 
από το  π.  Από τα παραπάνω έπεται ότι 
 
[ ] ( ) ( ) ( ){ }∫∫ −−+−==

π

π
ξξξπξξξππ

L

U

i dmLSSvdmSUSvyDE )()()()(1)()()()(2)0( 11

            (5.5.2) 
με τα  να δίνονται στη δεύτερη ενότητα. Έστω η 
πυκνότητα της  y(t). Δηλαδή, 

(.)(.),(.),1 mSv ),( ytf

 
 { π=+≤≤= )0()(Pr),( ydyytyydyytf }.       (5.5.3) 
 
Το ζητούμενο είναι η αποτίμηση της 

∞→
=

t
ytfULya ),(lim),,( π . Για να το 

πετύχουμε θεωρούμε ένα διάστημα [ ]21 , yy  με UyyL <<< 21 και 
ορίζουμε τη διαδικασία { } ως  0),( ≥ttI
 

                                      (5.5.4) 
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Χωρίζουμε τώρα έναν τυπικό κύκλο χρονικής διάρκειας Di  σε δύο μέρη: 
στο ένα μέρος το Ι(t) είναι ενεργό ενώ στο άλλο όχι. Ισχύει ότι, 
 

          (5.5.5) { } ∫=== 2

1

),()]([1)(Pr
y

y
dyytftIEtI

 
και από το θεώρημα που παρουσιάζεται στους Karlin και Taylor [49] 
(κεφάλαιο 5, ενότητα 7C ) συμπεραίνουμε ότι 
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Ο παρανομαστής στην (5.5.6) δίνεται από την  (5.5.2) ενώ ο αριθμητής 
προκύπτει απλά θέτοντας   στη θέση των L, U στην (5.5.2). Εφόσον η 
σχέση  (5.5.6) ισχύει για κάθε  στο διάστημα (L,U) συμπεραίνουμε 
ότι  

21 , yy

21 , yy

 
( ) ( )( ){ }
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                                                                                                          (5.5.7) 
Χρησιμοποιώντας την 5.5.7 η κατανομή πιθανότητας για την ελεγχόμενη 
διαδικασία με δύο σημεία αναπροσαρμογής l, u δίνεται από τη σχέση  
 

( ) ( ) ),,()()(2),,()()(),,,( 1111 UlLyalvuvUuLyalvuvLulLya −−++= . 
                      (5.5.8) 
  
 
5.6  Εφαρμογή 

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα της αριθμητικής 
επίλυσης των προβλημάτων ελέγχου που εξετάστηκαν στην τρίτη και 
τέταρτη ενότητα.  
  

Παράδειγμα 

Θεωρούμε τα παρακάτω δεδομένα σχετικά με τα χαρακτηριστικά της 
αγοράς και τις προτιμήσεις του επενδυτή 
 
 κ=0.1, σ=0.2, λ=1, β=0.05, y~ =0.5, k=0.05, K=0.005.  
 
Για το πρόβλημα 5.2.1, η εφαρμογή της αριθμητικής μεθόδου 
βελτιστοποίησης Nelder-Mead simplex δίνει  
 
 L1=0.4519,  l1=0.4731, u1=0.5018, U1=0.5446. 
 
Για την απλοποιημένη εκδοχή του εργοδικού προβλήματος, δηλαδή το 
πρόβλημα 5.2.1’, το διάστημα ελέγχου είναι 
  

L1’= 0.435, U1’=0.5433, 
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και προκύπτει μετά από μετασχηματισμό στην αρχική κλίμακα6. Οι λύσεις 
του αντίστοιχου υφαιρετικού προβλήματος είναι  

 
L2=0.4338,  l2=0.4746, u2=0.5023, U2=0.5456, C1=-43.7633, C2= -0.0388 

 
και τα σφάλματα είναι της τάξης  10-8 σε όλες τις περιπτώσεις.  
 

 

 
Γράφημα 2. Η συνάρτηση αξίας του υφαιρετικού προβλήματος 

 
       Το γράφημα 2 απεικονίζει τη συνάρτηση αξίας του υφαιρετικού 
προβλήματος για τις παραμέτρους του βασικού παραδείγματος. Η 
συνάρτηση αξίας απεικονίζεται στο μετασχηματισμένο διάστημα (TL, TU) 
στο οποίο η επένδυση δεν αναπροσαρμόζεται. Εκτός του διαστήματος η 
συνάρτηση αξίας είναι γραμμική με κλίση –k στην περιοχή  ( ]TL,∞−  και 
με κλίση  k στην περιοχή [ )∞,TU . Από τη σχέση (5.2.6) παρατηρούμε ότι η 
βέλτιστη αναλογία του Merton για λογαριθμική συνάρτηση ωφέλειας είναι 
σημείο ισορροπίας για τη στοχαστική διαδικασία αναλογιών 
χαρτοφυλακίου. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα η αναλογία του Merton 
είναι πολύ μεγαλύτερη από τη στοχευόμενη αναλογία. Έτσι, η στοχαστική 
διαδικασία αναλογιών «σπρώχνει» τις αναλογίες προς τα δεξιά του 
διαστήματος ελέγχου και για αυτό το λόγο η συνάρτηση αξίας έχει ελάχιστο 
στα αριστερά της στοχευόμενης αναλογίας. Όταν ο επενδυτής επεμβαίνει 
από την ασθενή πλευρά του στόχου του (στο παράδειγμά μας αυτό 
αντιστοιχεί στην πώληση μεριδίων της επένδυσης που ενέχει κίνδυνο) είναι 
βέλτιστο να φέρει το χαρτοφυλάκιό του πολύ κοντύτερα στο στοχευόμενο 
επίπεδο σε σχέση με μία αντίστοιχη επέμβασή του από την ισχυρή πλευρά. 
Η διαφορά μεταξύ της αναλογίας-στόχου και της αναλογίας του Merton 
δημιουργεί ασυμμετρία μεταξύ του δεξιού και του αριστερού μέρους του 
                                                 
6 Για το πρόβλημα 5.2.1’ οι παράγωγοι της (5.3.18) σε σχέση με τα L1’ και U1’ 
υπολογίστηκαν με τη χρήση του Symbolic Math Toolbox της MATLAB. Οι λύσεις στο μη 
γραμμικό σύστημα των παραγώγων προέκυψαν μέσω ενός αλγορίθμου trust-region-dogleg. 
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διαστήματος μη επέμβασης: η απόσταση του αριστερού άκρου από το 
στόχο είναι μεγαλύτερη από την απόσταση του δεξιού άκρου.  
 

Ανάλυση ευαισθησίας 

Για την πραγματοποίηση της ανάλυσης ευαισθησίας διαταράσσουμε 
ελαφρά τις τιμές των παραμέτρων και παρατηρούμε πως επηρεάζονται οι 
βέλτιστες στρατηγικές. Τα αποτελέσματα φαίνονται στους πίνακες 5.1-5.5. 
Σχετικά με τις παραμέτρους κόστους μπορούμε εύκολα να επαληθεύσουμε 
τη διαίσθησή μας: ο επενδυτής επεμβαίνει πιο συχνά όταν τα κόστη 
βρίσκονται σε χαμηλά επίπεδα. Όσο αυξάνουν τα πάγια κόστη οι χρόνοι 
μεταξύ των επεμβάσεων αυξάνουν και το ίδιο συμβαίνει με το μέγεθος των 
επεμβάσεων.  Όσο αυξάνουν τα αναλογικά κόστη οι χρόνοι μεταξύ των 
επεμβάσεων αυξάνουν  ενώ τα μεγέθη των επεμβάσεων γίνονται μικρότερα. 
Με την αύξηση της μεταβλητότητας τα διαστήματα μη επέμβασης 
διευρύνονται ενώ με την αύξηση του κ της σχέσης (5.2.9) οι βέλτιστες 
επεμβάσεις από την ασθενή πλευρά του στόχου τείνουν να φέρουν τις 
αναλογίες σε επίπεδο χαμηλότερο του στόχου. Όσο πιο έντονη είναι η πίεση 
στην ασθενή πλευρά του στόχου τόσο πιο σύντομα παρεμβαίνει ο 
επενδυτής ενώ τα αντίθετα ισχύουν για την ισχυρή πλευρά του στόχου.  
Τέλος, όσο αυξάνει το λ ο επενδυτής δίνει μεγαλύτερο βάρος στις απώλειες 
που προκύπτουν από τις αποκλίσεις σε σχέση με τις αναλογίες-στόχους και 
όχι στα κόστη συναλλαγής οπότε το εύρος του διαστήματος μη επέμβασης 
μικραίνει. 
        Οι παραπάνω παρατηρήσεις ισχύουν και για το εργοδικό και για το 
υφαιρετικό πρόβλημα και γίνονται πιο εύκολα κατανοητές μέσω των 
γραφημάτων 5.4-5.9 τα οποία αφορούν το υφαιρετικό πρόβλημα. Οι 
πίνακες 5.1-5.5 υποδεικνύουν ότι τα διαστήματα ελέγχου του εργοδικού 
προβλήματος βρίσκονται στο εσωτερικό των διαστημάτων του υφαιρετικού 
προβλήματος. Έτσι, ο επενδυτής που υιοθετεί το εργοδικό κριτήριο 
επεμβαίνει νωρίτερα σε σχέση με τον επενδυτή που επιλέγει το υφαιρετικό 
κριτήριο με υφαιρετικό ρυθμό ίσο με 0.05. Η ανάλυση ευαισθησίας του 
υφαιρετικού προβλήματος σε σχέση με τον υφαιρετικό ρυθμό υποδεικνύει 
ότι το εύρος των διαστημάτων ελέγχου μειώνεται όπως μειώνεται ο 
υφαιρετικός ρυθμός (πίνακας 5.6). Από την εικόνα 5.3 παρατηρούμε πως 
υπάρχει γραμμική εξάρτηση μεταξύ των άκρων των διαστημάτων ελέγχου 
και του υφαιρετικού ρυθμού.  
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Πίνακας 5.1. Διαστήματα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβλημα για διαφορετικές τιμές του K. 

K L1 l1 u1 U1 L2 l2 u2 U2 

0.003 0.4616 0.4714 0.5023 0.5389 0.4428 0.4735 0.5070 0.5395 

0.004 0.4551 0.4720 0.5021 0.5413 0.4392 0.4741 0.5051 0.5420 

0.005 0.4519 0.4731 0.5019 0.5446 0.4338 0.4746 0.5023 0.5456 

Σημείωση.  κ=0.1, σ=0.2, λ=1, β=0.05, y~ =0.5, k=0.05. 

 

 

 

Πίνακας 5.2. Διαστήματα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβλημα για διαφορετικές τιμές του k. 

k L1 l1 u1 U1 L2 l2 u2 U2 

0.03 0.4553 0.4763 0.5008 0.5438 0.4385 0.4808 0.4998 0.5444 

0.04 0.4521 0.4736 0.5018 0.5442 0.4360 0.4776 0.5011 0.5451 

0.05 0.4519 0.4731 0.5019 0.5446 0.4338 0.4746 0.5023 0.5456 

Σημείωση.  κ=0.1, σ=0.2, λ=1, β=0.05, y~ =0.5, K=0.005. 

 

 

Πίνακας 5.3. Διαστήματα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβλημα για διαφορετικές τιμές του σ.  

σ L1 l1 u1 U1 L2 l2 u2 U2 

0.1 0.4651 0.4767 0.4962 0.5281 0.4470 0.4746 0.4919 0.5290 

0.2 0.4519 0.4731 0.5019 0.5446 0.4338 0.4746 0.5023 0.5456 

0.3 0.4461 0.4681 0.5082 0.5581 0.4198 0.4708 0.5088 0.5584 

Σημείωση.  κ=0.1, λ=1, β=0.05, y~ =0.5, k=0.05, K=0.005. 
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Πίνακας 5.4. Διαστήματα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβλημα για διαφορετικές τιμές του κ. 

κ L1 l1 u1 U1 L2 l2 u2 U2 

0.09 0.4521 0.4730 0.5020 0.5448 0.4346 0.4757 0.5031 0.5461 

0.10 0.4519 0.4721 0.5019 0.5446 0.4338 0.4746 0.5023 0.5456 

0.15 0.4431 0.4681 0.4924 0.5440 0.4294 0.4694 0.4981 0.5436 

Σημείωση. σ=0.2, λ=1, β=0.05, y~ =0.5, k=0.05, K=0.005. 

 

 

 

 

Πίνακας 5.5. Διαστήματα ελέγχου για το εργοδικό και το υφαιρετικό 
πρόβλημα για διαφορετικές τιμές του λ. 

λ L1 l1 u1 U1 L2 l2 u2 U2 

0.5 0.4398 0.4609 0.5008 0.5531 0.4153 0.4634 0.4985 0.5534 

1 0.4519 0.4731 0.5019 0.5446 0.4338 0.4746 0.5023 0.5456 

1.5 0.4598 0.4804 0.5023 0.5416 0.4423 0.4795 0.5025 0.5416 

Σημείωση.  κ=0.1, σ=0.2, β=0.05, y~ =0.5, k=0.05, K=0.005. 

 
 
 

Πίνακας 5.6. Διαστήματα ελέγχου για το υφαιρετικό πρόβλημα για 
διαφορετικές τιμές του β. 

 
β  L2 l2 u2 U2 

0.02 0.43396 0.47475 0.50220 0.54552

0.025 0.43394 0.47475 0.50222 0.54555

0.03 0.43391 0.47475 0.50225 0.54557

0.035 0.43389 0.47472 0.50227 0.54560

0.04 0.43386 0.47472 0.50227 0.54562

0.045 0.43384 0.47472 0.50230 0.54567

0.05 0.43382 0.47470 0.50232 0.54570

0.055 0.43379 0.47470 0.50232 0.54572
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0.06 0.43377 0.47470 0.50235 0.54575

0.065 0.43374 0.47467 0.50237 0.54577

0.07 0.43372 0.47467 0.50237 0.54580

0.075 0.43369 0.47467 0.50240 0.54582

0.08 0.43367 0.47467 0.50242 0.54585

 
 

 
 

 
 

Γράφημα 5.3. Εφαρμογή στατιστικής παλινδρόμησης στη σχέση 
διαστήματος ελέγχου-υφαιρετικού ρυθμού. 
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Γράφημα 5.4. Ευαισθησία του υφαιρετικού προβλήματος σε σχέση με την 
παράμετρο K. 
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Γράφημα 5.5. Ευαισθησία του υφαιρετικού προβλήματος σε σχέση με την 
παράμετρο k. 
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Γράφημα 5.6. Ευαισθησία του υφαιρετικού προβλήματος σε σχέση με την 
παράμετρο κ. 
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Γράφημα 5.7. Ευαισθησία του υφαιρετικού προβλήματος σε σχέση με τις 
στοχευόμενες αναλογίες. 
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Γράφημα 5.8. Ευαισθησία του υφαιρετικού προβλήματος σε σχέση με την 
παράμετρο λ. 
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Γράφημα 5.9. Ευαισθησία του υφαιρετικού προβλήματος σε σχέση με την 
παράμετρο β. 
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6 Συμπεράσματα 
 
Ένας μεγάλος αριθμός προβλημάτων που απαντώνται κυρίως στα 
χρηματοοικονομικά εκφράζονται ως προβλήματα στοχαστικού ελέγχου με 
διακριτές προσαρμογές. Τα συγκεκριμένα προβλήματα αφορούν τον έλεγχο 
τουλάχιστον μίας στοχαστικής διαδικασίας (ή και περισσότερων 
συσχετισμένων) η οποία περιγράφει για παράδειγμα την εξέλιξη μίας 
επένδυσης που ενέχει κίνδυνο, τα αποθεματικά κεφάλαια μίας εταιρείας, 
μία συναλλαγματική ισοτιμία κ.α. Κάθε φορά που αυτός που έχει τη 
δυνατότητα επέμβασης (π.χ. επενδυτής, τράπεζα) επεμβαίνει στη 
στοχαστική διαδικασία αλλάζοντάς της επίπεδο με σκοπό τη μεγιστοποίηση 
των κερδών του (ή αντίστοιχα την ελαχιστοποίηση των απωλειών του), 
αντιμετωπίζει πάγια κόστη αλλά και κόστη ανάλογα του μεγέθους ης 
επέμβασής του. 
        Η ανάλυση τέτοιων προβλημάτων ξεκίνησε από τις αρχές της 
δεκαετίας του ογδόντα αλλά εντατικοποιήθηκε στα μέσα της δεκαετίας του 
ενενήντα. Προηγήθηκε η ενασχόληση με προβλήματα στοχαστικού ελέγχου 
στα οποία οι επεμβάσεις στη στοχαστική διαδικασία είναι ανέξοδες. Δύο 
από τις πρώτες και αναμφίβολα από τις πιο σημαντικές εργασίες τέτοιου 
είδους παρουσιάστηκαν στις αρχές της δεκαετίας του εβδομήντα από τους 
Merton [64, 65] και Black και Scholes [12] και αφορούσαν το βέλτιστο 
έλεγχο χαρτοφυλακίου και την αποτίμηση χρηματιστηριακών παραγώγων. 
Οι παραπάνω ερευνητές τιμήθηκαν για αυτές τους τις εργασίες με το 
βραβείο Nobel το 1997. Στις αρχές της δεκαετίας του ενενήντα πολλές 
ερευνητικές προσπάθειες εστιάστηκαν σε προβλήματα singular 
στοχαστικού ελέγχου στα οποία ο έλεγχος μίας στοχαστικής διαδικασίας 
συνεπάγεται κόστη ανάλογα με το μέγεθός του. Ξανά, δύο από τις πιο 
σημαντικές εργασίες στην περιοχή σχετίστηκαν με τον έλεγχο 
χαρτοφυλακίου (Davis και Norman [26]) και την αποτίμηση 
χρηματιστηριακών παραγώγων (Davis, Panas και Zariphopoulou [27]). Τα 
τελευταία δεκαπέντε χρόνια οι μέθοδοι singular στοχαστικού ελέγχου 
εξελίχτηκαν σημαντικά1 και απέκτησαν μεγάλο εύρος εφαρμογών2. Με 
δεδομένο όμως ότι οι προσαρμογές ελέγχου μιας στοχαστικής μεταβλητής 
στην πράξη είναι συναλλαγές με πάγιο κόστος διεκπεραίωσης, οι 
στρατηγικές που υποδεικνύονται μέσω singular στοχαστικού ελέγχου είναι 
μη βέλτιστες αφού επιτρέπουν συνεχείς αναπροσαρμογές πάνω σε ένα 
σύνορο ελέγχου. Υπό την παρουσία πάγιου κόστους τέτοιες στρατηγικές 
μπορούν να οδηγήσουν σε οικονομική καταστροφή. 

                                                 
1 Το μαθηματικό υπόβαθρο που σχετίζεται με προβλήματα singular στοχαστικού ελέγχου 
παρουσιάζεται από τους Fleming και Soner [34].   
2 Εκτός του μεγάλου πλήθους εφαρμογών στα χρηματοοικονομικά τέτοιες μέθοδοι 
εφαρμόζονται σε πολλούς οικονομικούς κλάδους π.χ. στην περιβαλλοντική οικονομία 
(Lungu και Oksendal [59]).  
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      H μαθηματική έρευνα και το πλήθος εφαρμογών των μεθόδων 
στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές ακολούθησαν σε ανάπτυξη 
τις μεθόδους singular στοχαστικού ελέγχου. Στη βιβλιογραφία εξετάζονται 
κυρίως υποδείγματα τα οποία διαφέρουν στη μορφή της υπό έλεγχο 
στοχαστικής διαδικασίας (π.χ. γεωμετρική κίνηση Brown, λογιστική κίνηση 
Brown) και στη μορφή των (υφαιρετικών) κριτηρίων βελτιστοποίησης3. Ο 
κλασσικός τρόπος επίλυσης ενός προβλήματος στοχαστικού ελέγχου με 
διακριτές προσαρμογές –δηλαδή η εύρεση της συνάρτησης αξίας και των 
βέλτιστων στρατηγικών- βασίζεται στη διατύπωσή του ως σύστημα qv-
ανισοτήτων. Χρησιμοποιούμε την κλασσική μεθοδολογία και για τα τρία 
προβλήματα που εξετάζουμε στα κεφάλαια 3-5 όταν το κριτήριο 
βελτιστοποίησης είναι υφαιρετικό. Τα υφαιρετικά προβλήματα των 
κεφαλαίων 3-4 δεν έχουν ξαναπαρουσιαστεί στη βιβλιογραφία ενώ αυτό 
του πέμπτου κεφαλαίου έχει πολλές ομοιότητες με αυτό των Pliska και 
Suzuki [77]. Επιπλέον, σε σχέση με ότι αφορά την αριθμητική εκτίμηση 
των υποδειγμάτων και την ευαισθησία τους στις επιμέρους μεταβλητές που 
επηρεάζουν τις βέλτιστες στρατηγικές, δίνουμε έμφαση στην ευαισθησία σε 
σχέση με τον υφαιρετικό ρυθμό –κάτι που έχει εξεταστεί ελάχιστα από τη 
σχετιζόμενη βιβλιογραφία. 
       Πιο συγκεκριμένα, στο τρίτο κεφάλαιο εξετάζεται το πρόβλημα μίας 
εταιρείας που έχει τη δυνατότητα να αυξήσει τις ικανότητες παραγωγής της  
μέσω επενδύσεων κεφαλαίου. Αυτό το επενδυτικό πρόβλημα είναι εξ’ όσων 
γνωρίζουμε το μοναδικό στο οποίο η υπό έλεγχο στοχαστική διαδικασία 
υπόκειται σε μονόπλευρο έλεγχο που την αποτρέπει να πάρει τιμές 
μικρότερες από ένα βέλτιστο κάτω όριο. Η εύρεση των αναγκαίων 
συνθηκών που πρέπει να ικανοποιούνται στα σημεία βέλτιστου ελέγχου δεν 
είναι το ίδιο προφανής στη συγκεκριμένη περίπτωση όσο στην περίπτωση 
προβλημάτων δίπλευρου ελέγχου4. Στην προκειμένη περίπτωση 
χρειαζόμαστε μία επιπλέον συνθήκη η οποία δεν παρέχεται απευθείας από 
το πρόβλημα: εδώ χρησιμοποιούμε το ότι η συνάρτηση αξίας του 
σχετιζόμενου singular στοχαστικού ελέγχου είναι άνω φράγμα για τη 
συνάρτησης αξίας του προβλήματος στοχαστικού ελέγχου με διακριτές 
προσαρμογές που εξετάζουμε.     
        Το υφαιρετικό πρόβλημα που αναλύεται στο τέταρτο κεφάλαιο 
παρουσιάζεται επίσης για πρώτη φορά. Πρόκειται για το ανάλογο του 
                                                 
3 Στη βιβλιογραφία μέχρι σήμερα έχουν επιλυθεί κυρίως υποδείγματα που αφορούν μία 
τυχαία μεταβλητή. Ένας σημαντικός τομέας έρευνας στην περιοχή αφορά πολυδιάστατα 
προβλήματα η επίλυση των οποίων επαφίεται σε σύνθετες αριθμητικές μεθόδους 
προσέγγισης. Προσπάθειες προς αυτή την κατεύθυνση έγιναν από τους Liu [58] και 
Bielecki κ.α. [10, 11].  
4 Πρακτικά το σύνολο της σχετιζόμενης βιβλιογραφίας αναφέρεται σε «δίπλευρα» 
προβλήματα στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές στα οποία η στοχαστική 
διαδικασία εξελίσσεται ελεύθερα σε ένα βέλτιστα επιλεγμένο διάστημα. Αν βρεθεί στο άνω 
(κάτω) σύνορο του διαστήματος αναπροσαρμόζεται σε κάποιο εσωτερικό σημείο του 
διαστήματος. 
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προβλήματος που εξετάζεται στο άρθρο των Pliska και Suzuki [77] το οποίο 
διατυπώνεται ως εξής: Ένας επενδυτής επιθυμεί να εφαρμόσει μία 
στρατηγική σταθερών αναλογιών στο χαρτοφυλάκιό του με βέλτιστο τρόπο 
δεδομένης της παρουσίας (πάγιων και αναλογικών) κοστών συναλλαγής. Το 
τελικό ζητούμενό του είναι ο καθορισμός διαστημάτων στα οποία οι 
αναλογίες του χαρτοφυλακίου του μεταβάλλονται ελεύθερα και σημεία στο 
εσωτερικό των διαστημάτων στα οποία αναπροσαρμόζονται όταν βρεθούν 
στα άκρα. Στο τέταρτο κεφάλαιο ο επενδυτής θα επιθυμούσε –αν δεν 
υπήρχαν κόστη συναλλαγής- να εφαρμόσει μία στρατηγική σταθερών 
χρηματικών ποσών σε διαφορετικές επενδυτικές επιλογές. Η μαθηματική 
διατύπωση του τελευταίου προβλήματος είναι πολύ διαφορετική σε σχέση 
με αυτή των  Pliska και Suzuki [77], το λύνουμε όμως χρησιμοποιώντας 
κλασσικές μεθόδους επίλυσης βασισμένες σε qv-ανισότητες. Τέλος, στο 
πέμπτο κεφάλαιο λύνουμε ουσιαστικά το πρόβλημα των Pliska και Suzuki 
[77] χρησιμοποιώντας έναν μετασχηματισμό που προτάθηκε πολύ 
πρόσφατα από τον Nagai [69] και ο οποίος διευκολύνει σημαντικά (και 
κάνει περισσότερο αξιόπιστους) τους  υπολογισμούς που σχετίζονται με την 
εύρεση των βέλτιστων στρατηγικών και της συνάρτησης αξίας.   
        H κύρια συνεισφορά της παρούσας εργασίας είναι τα ότι επιλύει τα 
προβλήματα του τέταρτου και πέμπτου κεφαλαίου με εργοδικά κριτήρια 
βελτιστοποίησης στα οποία το ζητούμενο είναι η μεγιστοποίηση των 
αναμενόμενων κερδών (αντίστοιχα η ελαχιστοποίηση των αναμενόμενων 
απωλειών) ανά μονάδα χρόνου. Τέτοια προβλήματα έχουν εξετασθεί σε 
μικρό βαθμό παρόλο που σε συγκεκριμένες εφαρμογές ταιριάζουν 
καλύτερα σε σχέση με τα αντίστοιχα υφαιρετικά προβλήματα στα οποία 
έχει κυρίως εστιάσει η έρευνα την τελευταία δεκαετία (Jack και Zervos 
[41]). Εδώ, εκτός της επίλυσης παρουσιάζουμε και τη σύγκριση των 
βέλτιστων στρατηγικών με αυτές που προκύπτουν από τα αντίστοιχα 
υφαιρετικά προβλήματα στα οποία το ζητούμενο είναι η μεγιστοποίηση των 
καθαρών κερδών (αντίστοιχα η ελαχιστοποίηση των καθαρών απωλειών) σε 
έναν άπειρο χρονικό ορίζοντα. Οι μέθοδοι που χρησιμοποιούμε συνδυάζουν 
βασικά αποτελέσματα στοχαστικού λογισμού με τεχνικές μη γραμμικής 
βελτιστοποίησης και μπορούν να προσαρμοστούν εύκολα για την επίλυση 
άλλων προβλημάτων (π.χ. το πρόβλημα ελέγχου μίας συναλλαγματικής 
ισοτιμίας). 
       Δυστυχώς τα προβλήματα που εξετάζουμε –είτε με εργοδικά είτε με 
υφαιρετικά κριτήρια βελτιστοποίησης- επιλύονται με χρήση αριθμητικών 
μεθόδων οπότε δεν είναι δυνατή η εύρεση αναλυτικών εκφράσεων για τις 
βέλτιστες στρατηγικές5. Σε αυτή την εργασία αντιμετωπίζουμε αυτό το 
ζήτημα -μερικώς- περιγράφοντας τις βέλτιστες στρατηγικές ως συναρτήσεις 
                                                 
5 Εξ’ όσων γνωρίζουμε το μόνο πρόβλημα στοχαστικού ελέγχου με διακριτές προσαρμογές 
στο οποίο μπορούμε να έχουμε αναλυτικές εκφράσεις για τις βέλτιστες στρατηγικές είναι 
το απλό παράδειγμα που εξετάζεται στο 15ο κεφάλαιο του βιβλίου των Karlin και Taylor 
[49]. 
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των παραμέτρων που χαρακτηρίζουν το πρόβλημα μέσω τεχνικών 
στατιστικής παλινδρόμησης και μετασχηματισμών Box-Cox. Τέλος, πρέπει 
να επισημανθεί ότι παρόλο που τα συνεχή μοντέλα στοχαστικού ελέγχου με 
διακριτές προσαρμογές έχουν απασχολήσει πολύ τη διεθνή βιβλιογραφία, 
έχουν γίνει προσπάθειες και για διακριτά μοντέλα τα οποία βασίζονται σε 
υποδείγματα χρονολογικών σειρών. Εργασίες τέτοιου είδους 
δημοσιεύτηκαν από τους Blum και Kalai [13], Iyengar [44], και Granger και 
Pesaran [37].      
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7.  Παράρτημα 
 
Απόδειξη του θεωρήματος 4.4.1 
Η παραγωγισιμότητα της v συνεπάγεται τη συνέχειά της επομένως και το 
ότι είναι φραγμένη στο συμπαγές διάστημα [b,a]. Επιπλέον η  είναι 
φραγμένη στο  γιατί είναι συνεχής στο [b,a], για κάθε 

v′
( ∞,0 )

[ ) ( )[ ]1
11

1,0)(:, −−∈′∞∈ γχγλ Uxvax  και για κάθε 

( ] ( ) ( )[ ]1
22

1
22

22 ,)(:,0 −− −−−∈′∈ γγ χγλχγλ Lxvbx . Έστω ( )ξ,T  μία αποδεκτή 
στρατηγική, και ορίζουμε ως ( )ξ,TXX =  την τροχιά που ορίζεται από την 
( )ξ,T . Παρατηρούμε ότι η συνθήκη (4.4.4), η φραξιμότητα  της v στο 
συμπαγές διάστημα  και η φραξιμότητα από μία γραμμική συνάρτηση 
στο διάστημα 

[ ab, ]
( ) ( ∞∪ ,,0 ab )  συνεπάγονται ότι  

  
( )[ ] 0)(lim =+−

∞→
TXveE T

T

λ .           (A1)

          
Επιπλέον, η συνθήκη (4.4.5) και η φραξιμότητα της v′ συνεπάγονται ότι  
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Για κάθε t>0 και Ν∈n , ισχύει 
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Εφόσον το X είναι συνεχές semimartingale στο στοχαστικό διάστημα 
( ]ii ττ ,1−  και η v είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη στο ( ) { }ba,,0 −∞ , 
μπορούμε να εφαρμόσουμε μία κατάλληλη εκδοχή του θεωρήματος του Ito 
(Rogers και Williams, [79], ενότητα IV.45). Έτσι, για κάθε Ν∈i , 
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Από την ανισότητα (4.4.10), έχουμε   
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και η παραπάνω ανισότητα είναι ισότητα για τον qv-έλεγχο που σχετίζεται 
με τη v. Σύμφωνα με την (4.4.11), στην περίπτωση { }ti ≤τ  ισχύει 
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και η παραπάνω ανισότητα είναι ισότητα για τον qv-έλεγχο που σχετίζεται 
με τη v. Συνδυάζοντας τις παραπάνω ανισότητες και παίρνοντας 
αναμενόμενες τιμές έχουμε 
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με ισότητα για τον qv-έλεγχο που σχετίζεται με τη v. Χρησιμοποιώντας τη 
συνθήκη  (4.4.3), 
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και σύμφωνα με τη σχέση (A2), 
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Έτσι,  
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με ισότητα για τον qv-έλεγχο που σχετίζεται με τη v. Σύμφωνα με τη σχέση 
(A1) 
  

( )[ ]{ } )()(lim xvXveExv t
t

xt
=− +

−

∞→

λ               

 
και σύμφωνα με το θεώρημα μονότονης σύγκλισης 
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Οπότε ισχύει, 
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με ισότητα για τον qv-έλεγχο που σχετίζεται με τη v. Συνεπάγεται τελικά 
ότι για κάθε ( ) )(, xT Α∈ξ  ισχύει: 
 
 ( )ξ,;)( TxJxv ≥ ,                
 
με ισότητα για τον qv-έλεγχο που σχετίζεται με τη v.  
 
 
 
Απόδειξη του θεωρήματος 4.4.2 
Παρατηρούμε ότι αν η V επιλύει τις qv-ανισότητες τότε, σύμφωνα με το 
θεώρημα 4.4.1, η V είναι η συνάρτηση αξίας και η βέλτιστη στρατηγική 
δίνεται από τις (4.4.17)-(4.4.18). Πράγματι, η V είναι δύο φορές συνεχώς 
παραγωγίσιμη στο διάστημα ( ) ( ) ( )∞∪∪ ,,,0 UULL  και μία φορά συνεχώς 
παραγωγίσιμη στα σημεία {L, U}. Επιπλέον η V είναι της μορφής (4.4.13) 
στο διάστημα  και (4.4.14) στο ( ∞,U ) ( )L,0 . Ο qv-έλεγχος που σχετίζεται 
με τη V είναι αποδεκτός, γιατί η τροχιά X που δημιουργείται από τον qv-
έλεγχο που σχετίζεται με τη V εξελίσσεται ως γεωμετρική κίνηση Brown σε 
διαστήματα της μορφής ( )1, +nn ττ  και ικανοποιεί 

( ) [ ]{ 1,)(:,0 }=∈∞∈∀ ULtXtP . Έτσι, ιακνοποιούνται οι συνθήκες(4.4.3)-
(4.4.5) και ο qv-έλεγχος που σχετίζεται με τη V είναι αποδεκτός. Έτσι, μένει 
μόνο να αποδειχθεί ότι η V είναι λύση των qv-ανισοτήτων. 
        Εκ κατασκευής της συνάρτησης  h, έχουμε ότι για κάθε  
ισχύει: 

UxL ≤≤

 
  .0)()( =ℑ=ℑ xhxV
 
Σύμφωνα με τη συνθήκη (4.4.32), για κάθε x>U : 
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και σύμφωνα με τη συνθήκη (4.4.33),  για κάθε x<L 
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Έτσι η παράσταση )  μηδενίζεται στο διάστημα  (xVℑ [ ]UL,  και είναι 
αρνητική στο ( ) ( ∞∪ ,,0 UL ) , οπότε η ανισότητα (4.4.10) ικανοποιείται. 
         Ισχύει επίσης ότι 
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και παρατηρούμε πως  
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Επιπλέον, 
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και σύμφωνα με τη σχέση (4.4.34) η συνάρτηση v-Mv είναι φθίνουσα στο 
διάστημα (χ, U) με v(U)-Mv(U)=0,  οπότε η παράσταση v-Mv είναι θετική 
στο (χ,U]. Ακόμα ισχύει, 
 

 [ ) ( ) 2
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και σύμφωνα με τη σχέση (4.4.35) η συνάρτηση v-Mv είναι αύξουσα στο 
(L,χ) με v(L)-Mv(L) =0, οπότε είναι θετική στο [L,χ). Έτσι η v-Mv 
μηδενίζεται στο διάστημα επέμβασης ( ] [ )∞∪∞− ,, UL  και είναι θετική στο 
διάστημα μη επέμβασης (L,U), οπότε ικανοποιούνται οι ανισότητες 
(4.4.10)-(4.4.12). Με βάση τα παραπάνω η v αποτελεί λύση για τις qv-
ανισότητες και η απόδειξη είναι πλήρης.  
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Παράγωγοι της h (5.2.1) 
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